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EXERCICES D’ANALYSE 


KT 9f. 


PHYSIQLE MATHÉMATIQLE. 


MÉMOIRE 

Il R LC» 


Résultantes que ton peut Jormer, soit avec les cosinus des angles 
compris entre deux systèmes if axes, soit avec les coordonnées de 
deux ou trois points. 


l<cs résultantes dont il s'agit sc présentent d'elles- mêmes, cuminc ou sait, 
dans la solution d'un grand nombre de problèmes, ü'aillcurs, celles qui sont 
formées avec les coordonnées de deux ou trois points peuvent être immé- 
diatement déduites de celles qui renferment les cosinus des angles compris 
entre deux systèmes d'axes. Ajoutons que l'on facilite la détermination de 
ces deux espèces de résultant)», en introduisant dans le calcul des quantité» 
propres à indiquer le sens de certains mouvements de rotation , ainsi que je 
l'expliquerai tout à l'heure. 

§ 1 ". — I>es mottvfments de roîtHion Hitectt et rtétrttgmdcs» 

Considérons d'abord, dans un plan donné, diversos longueurs 

dont chacune sera mesurée dans une certaine direction , à partir d'une cer- 
taine origine O, et supposons que eetle origine soit la même pour toutes 


( 6 ) 

ces loii{;ueurs. Si un rayon mobile, compté encore à partir du point O, 
tourne autour de ce point dans le plan donné, il offrira ce que nous appelle- 
rons un mouvement de rotation de ren r, ou un mouvement de rotation de s 
en r, selon qu'il passera, en décrivant l'angle (r,s), de la direction r à In 
direction r, ou de la direction s à la direction r. Pour distinguer plus faci- 
lement, dans le discours et dans les formules, ces deux mouvements l'un de 

l'autre, nous tracerons, dans le plan de l'angle (/'jj), deux axes coor- 
donnés des a: et ^ qui passeront par l'origiuc O ; et, en nommant x, y 
deux longueurs mesurées à partir de cette origine sur les demi-axes des x 
et _r positives , nous appellerons mouvement de rotation direct celui qui 
s'eflcctiiera dans le même sens que le mouvement de rotation de x en y, et 
mouvement rétrograde, celui qui s’effectuera en sens contraire. De plus, nous 
représenterons, dans ce Mémoire, par la simple notation 

('•> •»). 

une quantité qui, ayant pour valeur numérique l'unité, sera positive ou 
négative, suivant que le mouvement de rotation de r en r sera direct ou ré- 
trograde; en sorte qu'on aura, dans le premier cas, 


(r, J) = I, 

dans le second cas , 

(r, s) = -I. 

Cela posé, les deux notations 

(r, s), {s, r) 


représenteront, dans nos formules, deux quantités affectées de signes con- 
traires, mais équivalentes, an signe prés, à l'unité; en sorte qu'on aura 

(i) (s,r)= ~{r,s). 

Ajoutons que, si l’on nomme 

r', s',t’, .. 

des longueurs mesurées à partir de l’origine O, dans des directions opposées 
à celles des longueurs 

r, s, t ,.. ., 

on aura évidemment 

(a) (r', s) = - (r, s) , 
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( 7 ) 

et, par suite , 

(3) (r, s) = - (r', s) = (/•', s') = - (r, s'). 

Si les axes coordonnés sont rectangulaires, alors, les deux directions x, y 
étant perpendiculaires entre elles, une troisième direction r formera tou- 
jours , avec les deux premières , deux angles 

M). (^y). 

dont chacun offrira un cosinus égal, abstraction faite du signe, au sinus de 
l'autre ; et, par suite, 

A A 

»os(r,x), cos(r,y), 

auront pour valeurs mimériques les quantités positives 

A A 

sin(r,y), sin(r,x). 

A , A 

D'ailleurs, cos(r, x) sera positif ou négatif, suivant que l'augle (r,x) sera aigu 
ou obtus. Or, dans le premier cas, r et x étant situés d'un même côté par 
rapport à l’axe de jr, le mouvement de rotation de /• eu y sera droit , comme 
le mouvement de rotation de x en y; et, par conséquent, on aura 

(o y)= ■' 

Dans le second cas, au contraire, ret y étant situés de deux côtés opposés 
par rapport à l'axe des j', le mouvement de rotation de r en y sera rétro- 
grade, puisqufl s’effectuera en sens inverse du mouvement de x et y; on aura 
donc 

y) = - 1 . 

A 

Donc, dans tous les ras, le signe de cos(r, x) sera précisément le signe de 

(r, y). Ou prouvera, de meme, l’identité du signe de cos (r,y) et du signe 
de(x, r). Doue, pour obtenir des produits égaux aux cosinus 

A A 

cos(r,x), cos(f,y), 
il suffira de multiplier leurs valeurs numériques 

A A 

sin(r,y), »ln(r,x). 
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par les fai triirs 


(r, y), ‘x,r). 


t*li soiic qii un aura 

jj) cos (r, \) — (r, y) sin {rry ) , cos (;Çy) = (x , r ) siti (x^ /•). 

.Supposons, maintenant, que les lun(;ueurs 


r, s , t,.. , 

toujours mesurées à partir du point O, suient dirijjécs d'une maniéré quel- 
ronqiie dans l’espace. I,e mouvement de rotation d'un rayon mobile qui, 
en décrivant l'angle (r,.r), passera de r enf, pourra être de deux especes 
ililïércoles, non-seulement en lui-raérae , mais encore par rapport à la di- 
rection d'une longueur t mesurée à partir du point O en dehors du plan 
r, s). En effet , ce mouvement pourra s’effectuer ou de gauche à dmite, ou 
de tUmle à gauche, par rapport à la direction / , c’est-à-dire par rapport 
à un spectateur qui, ayant les pieds posés sur le plan (r, r), serait appuyé 
contre le demi-axe, sur lequel se mesure la longueur t. Mais il iiupurtc 
d'observer que si le rayon mobile parcourt l'une apres l'autre les trois 
faces de l'angle solide qui a pour arêtes r, s et I , en tournant toujours dans 
le même sens autour du point O, de manière, par exemple, à décrire suc- 
cessivement les trois angles plans (r,r), (f, t), (>,' ), les trois mouvements 
de rotation de r en f autour de t , de r en r autour de r, et de t en r amour 
de J, seront tous les trois de même cs[x-ce, c’est-à-dire qu’ils s’effectue- 
ront tous les trois de gauche à droite, ou tous les trois de droite à gauche, 
autour des directions r, r, t. Afin de pouvoir reconnaitre plus aisément, 
dans le discours et dans le calcul, la nature des mouvements dont il s'agit, 
nous tracerons dans l'espace trois axes coordonnés des x , j", ï qui passeront 
par l'origine O; et en nommant 

X, y, 7. 

trois longuenrs mesurées à partir de cette origine sur les demi-axe-, de.s x , 
y et Z positives, nous appellerons direct ou rétrograde le mouvement de 
rotation de r en s autour de la direction t , suivant que ce mouvement .sera 
ou ne sera pas de l’espèce des trois mouvements de rotation de x et y au- 
tour de Z, de y en z autour de x, et de z en x autour de y. lie plus, nous 
représeuterous, dans ce Mémoire, par la simple notation 

(ri J. 0' 
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une quantité qui, ayant pour valeur numécique l uiiilé, sera positive ou né- 
gative, suivant que le mouvement de rotation de renf sera direct on rétro- 
grade ; en sorte qu'on aura, dans le premier cas, 

(r,s, /:) = !, 

dans le second cas 

(/-, 1 , t) = — 1. 


Cela posé, les six notations 


(r, f, f), (S, t, r), {(, r, s), 

(r, t, s), (J, r, t), (t, s, r) 

représenteront toujours, dans nos c,alculs, des quantités équivalentes, au 
signe près, à l'unité, et liées entre elles par la formule 

(5) \r,s,t) =(s,l, r', = (/,c,f) = — (r, t. t) = — = — (r,.ï,r). 

Ajoutons que, si l'on nomme 

r', s-, 


des longueurs mesurées à partir de l'origineO, dans des directions opposées 
a Celles des longueurs 

r, i, 


on aura évidemroeut 


( 6 ) (r', s, t)= - (r,s, t), 

et, par suite, 

(?) (r, = — (r'.s, /) = /) = — s’, z') = eu . 

Nous avons, dans ce qui précède , supposé que les diverses longueurs 
r, s, t,. . . Z,. . . 

sc mesuraient toutes à partir d'une même origine, l’our plus de généralité, 
nous étendrons l'usage des notations ci-dessus indiquées, au cas même où les 
diverses longueurs seraient comptées à partir d'origines diverses, et alors 
nous attribuerons aux notations 

(r,j,, (z^f.O. (tV») 

iJi. avU. et Je l'À. nmlk.. T tV. (.ST* livr ) 2 
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le» vnlciii'j qiieUrs auraiont, si les loiifpieurs 

r. 3, i 

étniciit (ransporlées parallèlenient à elles-mêmes, de manière à offrir, pour 
origine commune, un point unique. Enfin, lorsqu'en supposant les lon- 
gueurs r,s,t mesurées à partir d’origines diverses, nous menlionnerons If 

plan de l’angle r,j), ou bien encore l'angle solide construit avec les arêtes 
r, l, ou devra toujours, par ces paroles, entendre, dans la premier ra.s, 
le plan de l’angle compris entre deux longueurs mesurées à partir d'une 
nieinc origine, dans des directions parallèles à celles de r et de f; et, dans 
le second cas, l'angle solide qui aurait pour arêtes trois longueurs mesu- 
rées à partir d'une même origine, dans des directions parallèles à celles de r, 
t et t. 

t)u peut, avec la plus grande facilité, déduire des équations (4), jointes 
au 6' tliéorènie do la page 3i i du 3' volume, les formules connues qui ser- 
vent à déterminer le cosinus ou le sinus de la somme ou de la différence di 
diuix arcs. En effet , soient 

r, s 

doux longueiiis mesurées dans un même plan , à partir d'une certaine ori- 
(;ine O, et 

X, y 

deux antres longueurs niestirces, à partir de la même origine, sur deux axes 
des X et f perpendieiilaircs entre eux. I.e 6' théorème de la page 3i i du 
3' volume donnera 

/s /\ A A A 

(8) cos (r,s) — - cos'V. ,\) cos {s, x) cos(r, y) eos(_f,y). 

.Niais , eu égard à la sccoiide des formules (4), on aura 

. /> ^ /\ /S 

c<w(r,y)= (x,r)sin(r,x), co»(^,y) = (x,y^ sin{j, x). 

Dohr on tirera, de la forundc(8), 

cos(r,i) = cos r, x) cos'jjx) -I- (x,r)(x,j)sin (r, x) ,x). 
tioiieevons maintenant que l'on pose, pour abréger, 

(ifx)=u, {s^x)=/>. 
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Si les Iringiieurs r, s soni situées d’un même côté de l’axe des x, ou aura évi- 
demment 

/\ 

s) = ±. (n — h,, cos (e, s) = cos (ci — h) , 

(x,/-)(x, j) = I, 

et, par suite, la formule (g) donnera 

(’o) cos(a — 6) = cosrt cosi -H sina siné. 

Si, au contraire, les deux longueurs r, s sont situées de deux eûtes dilïé- 
rents de l’axe des x , on aura 

(r, s) = a + h ou (/■, s) =: %i: — [n h), cos {r, s) = cos (a -f- h\ 

(x,/-)(x,j) = - I, 

et, par suite, la formule (9) donnera 
11 ' cos (a H- A) = eos rt eos — siuasinA. 

D’ailleurs, les formules (10), (i 1), ainsi établies pour le cas où chaciin des 
angles fl, A est positif et inférieur à continueront évidemment de siibsisici , 
si l'on y fait croître ou décroître chacun de ces angles d'un multiple rpicl- 
conquedett. Elles subsisteront donc pour des valeurs qiieleonques, positives 
ou négatives, de a et de A. Ajoutons que, si, dans les formules {10;, (1 1), 
l'on remplace a par ^ — a, on en tirera immédiatrinnit 

(12) sin(rt H- A) = sin a cos A — sin Acosn, 

( 1 3 ; sin (fl — A) = sin « cos A — sin A cos a . 

Avant de terminer ce paragraphe, nous allons indiquer encore une iiota- 
tiou qui sera employée dans le cours de ce Mémoire, conjointement avec 
celles que nous venons d’établir, et qui d’aillciii's est, à peu près, celle dont 
l,agrange u fait usage, dans le tome II de la Mécanique analyliquc {nrl. 48, 
page 61). Afin de rendre les formules plus concises et plus faciles à retenir, 
nous désignerons généraleiiicnl par 

la surface du parallélogramme que l’on peut construire sur les deux côtés r, s, 
d’un angle plan (r, s\ réduits l’un et l'autre à l’unité, et par 

fr.j.rj 


2 . 


( 'a ) 

la surlacc dn parallûlipipèdc que l'on {>eut construire sur les (l'ois arêtes r,s, t, 
d’un angle solide, réduites elles-mêmes à l'unité. D’ailleurs, on obtiendra 
sans peine les valeurs de 

a ['•-J'i']. T, 

en opérant comme il suit: _ ^ , 

Si, après avoir construit le paralléiognunine dont les cdtés sont r et s, on 
prend r pour base de ce parallélogmiDiBe , la hauteur sera représentée par le 
(iroduit 


A Ir»- 

Ssin(r,4 




Donc l'aire dn parallélogramme sera proportionnelle , pour une valeur *dé- 
lerminéc de l’angle (r,f), au produit n», et représentée par l’expression 


rs sin (r, s). 


r 


Si , dans celte expression , l’on rédnit chacuue des longueurs r,s k l’unité , 
l’aire dont il s’agit deviendra*' * *•- 

(|4) (|-,j] = sin(rr#). ^ 




Concevons maintenant qu’après avoir construit le paridMipipède dont les 
arêtes r,/,é se coupent au point O, on éléve, par ce point, des perpendi- • 
rnlairrs aux plans des trois angles ^ 


et nommons 




(j. 0. (C»"). 

/», S, T 


•a* -’v -• 




(rois longueurs mesurées sur ces trois perpendiculaires, la pramière du 
iiiêfiie cAié quoi'atéie r par rapport an plan de rengle (»7<), la seconde du 
in^pie cdté que l'ttète s pfer rapport au plan de t’apgie {t?r), la"troi$ièroe 

du lOéme Côté que l’arête t par rapport au plan de l’angle (r,jr). Si l’on prend 
pour base de ce parallélipipède le parallélogramme ^ni a pour côtés r et r, 
rt pour aire le produit , * 


^ AS/. ^ » 

W-' - 

ia liauieur correspondante À celte base sera évideiMéenv'^r_,\ • > 

- .fîif- V 

<cos(r^.). 
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Donc le volume du parallélipipède sera, pour des valeurs dcieriniiiées des 

angles (r, f), (t, T), proportionnel au produit rst, et ce volume sera exprimi^ 
par le pmduit 

/\ /\ 

mt sin (r, s) eus [t, T). 

Enfin, si l'on réduit chacune des longueurs rst à l'unité, le volume trouvé 
deviendra 

(15) [r, = sin(r,r) cos(r, 7’). 

On obtiendra de même, en échangeant les arêtes r,s,C entre elles, deux au- 
tres valeurs de [r, j, /] qui seront, avec la précédente, données par la for- 
mule 

(16) [r, J, t] = sin(r, <)cos{r,fl)= sin (i, r) cos(s,5) = sin (r,x)cos(/, 7 ^, 

c'est^-dire, en d’autres ternies, par l'équation (6) de la page 3ao du 3* vo- 
lume. 

lorsqu'on introduit dans le calcul les deux expressions 
[r,x], [r,j,t], 

l'aire du parallélogramme qui a pour cétés r et s, se trouve représentée par 
le produit 

('7) 

et pareillement le volume du parallélipipède qui a pour arêtes les longueurs 
r,s,t, se trouve représenté par le produit 

(i8) / jf[r,r, t]. 

Ajoutons que les aires du triangle et du parallélogramme, qui ont giour 
côtés r et J, étant entre elles daas le rapport de i à a , l'aire du triangle sera 
repi éscnlée par le produit 

(<9) 4 

Pareillement les volumes du tétraèdre et du parallélipipède qui ont pour 
arêtes r, s et t, étant entre eux dans le rapport de i à ü, le volume du té- 
traèdre sera représenté par le produit 

(ao) gn/[r,f, 4 
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Eu fiaûsaDt, nous üidiqnerous UD'tooyM très-simple de rësoiulre uiir 
quesliuo qu'il ne sera pas inutile de traiter ici, et nous recberclierons ce que 
devient Vairc exprimée par la notation [r,i], quand cette aire est projeté!- 

sur un uouveau pian par exemple, sur le plan de l’anp,le 
Supposons que, les longueurs 

», »». *’ 

étant toutes mesurées it partir de l'origine O, on nomme . 

les projertious absolues et orthogonales des longueurs , 

»■. ^ . ' 
sur le plan de l'angle (u , u) ; et soit i l'angle aigu eompris entre les plans des 
deux angles ir, s), («.*•), ou ce qu on appelle l’inclinaison de l’un de ces plans 

sur l'antre. Si l'on projette sur le plan de l’angle le parallélograinnu- 
qui a pourcétés r et s, l'aire de la projection sera 

,4 

pçsin(p,ç). 

Mais, d’antre part, on aura évidemment ' ^ 

* /S ^ 

(s = rcos(r,p), ç = icos(j,ç); 

donc l’aire de la projection pourra être représentée généralement par le 
produit 

•a») fïcüs(r, p)cos(s,ç)sin(^ç). 

En réduisant, daus ce produit, r et X à Tunité, on obtiendra la projection de 

l'aire [r, i]sur le plan de l’angle ^ure). Cette dernière projection sera donc 
exprimée par le produit 

(»») cos (»■,?) cos (j,ç)8io{pr«). 

C« n’est pas tout. L'aire du parallélogramme qoi a pour côtés r et » étant 
représentée par le produit 

rxsin(r7j), 

il suffira de diviser la projection de cette aire par cette aire même, ou, en 
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«l’auires termes, par le prculuil (ai), pour obtenir le rapport 

(a 3) cos (rfj,) cos (pPo . 

• / ''s ’ 

sm (r, t] 

et l'on ubiiendrn encore évidemment le même rapport si l’on réduit à moitié 
Taire dont il s'a|]it et sa projection, en leur substituant l'aire du triangle qui 
a pour côtés r,s, et la projection de Taire de ce triangle. D’ailleurs, rien 
n’cmpéche d’attribuer aux côtés r,s des longueurs telles, que le troisième 

côté du triangle devienne parallèle au plan de Tangle (tt, t>) , par conséquent 

à la droite suivant laquelle se coupent les plans des deux angles [r, s), (tt, e); 
et si, en supposant cette condition remplie, on prend pour base du triangle 

ce troisième côte, il se projettera en toute grandeur sur le plan de Tangle (n, e'i, 
pour Y devenir la base du triangle projeté. Alors, le triangle et sa projection 
offrant des bases égales, leurs aires seront entre elles dans le rapport des 
hauteurs correspondantes, et comme ces hauteurs seront mesurées sur 
des droites perpendiculaires aux deux bases, par conséquent à la droite 
d’intersection des plans des deux angles (r, s), (tt, v), le rapport de la seconde 
hauteur à la première sera précisément le cosinus de l'inclinaison de^ 
deux plans, c'est-à-dire de Tangle t. Donc le rapport (33)sera précisément 
égal à cos i , et Ton aura, par suite, 

A A A A 

(a4) cos(f, p)cos (j, î)sin (js, îi = sin (r, j) cos i. 

En vertu de la formule faij), l.i projection de Taire [r, j] sur le plan de 
Tangle («,u) pourra être représentée non-seulement par l’expression (ua , 
mais encore parle produit 

(a 5) sin (r, s) cos ( , 

«II, ce qui revient au même, par le produit 
|a6) [r, x] cos t. 

Il y a plus : en substituant le produit (a6) au produit (aa) dans Texpivs- 
sion (ai), on obtiendra la suivante : 

(ay) «[t-rxjcosj. 
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«]ui devra , comme l'expression (o i), représenter la projection de l’aire 

e'esl-à-dire de l'aire du triangle dont les cétessont ret s. t.)nse trouve ainsi 
ramené par un calcul très-simple à cette proposition connue, ejue l’aire d’un 
triangle tracé dans tin plan est à sa projection sur un autre plan, dans te 
rapport de l'unité au cosinus de l’angle aigu compris entre les deux plans. 

La formule (a4) coïncide évidemment avec l'équation (8) de la Note in- 
sérée à la page i3i du 3* volume. Mais on doit observer qae, dans cetti- 
Note, l'équation dont il s'agit, au lieu d'étre démontrée directement, avait 
été déduite Je la proposition même que nous venons de rappeler. 


SW. 


.Var te* rriuttanee* former* aee* Ses costmiu des angtes compris entre deux système 
d'axes. 


tjonsidérous dans un plan ou dans l'espace deux systèmes d'axes rectan- 
gulain-s ou obliques, chaque système étant composé de deux ou trois axes 
seuicnieut. Supposons chacun de ces axes indéfiniment prolongé daus mie 
direction déterminée, qui sera celle d'une certaine longueur |X>rtée à partir 
d'une certaine origine O, sur l'axe dont il s'agit. Enfin , nommons 

r, s ou r,s,t 

les longueurs ainsi mesurées, à partir d’une même origine, ou à partir d'ori- 
gines diverses, sur les directions assignées aux deux ou trois axes qui compo- 
sent le premier système , et ^ 

U,V ou U , V, U’ 

les longueurs mesurées, à partir d'une même origine, ou à partir d'origines 
diverses, sur les directions assignées aux deux ou trois axes qui composent le 
socoiid système. Les angles compris entre les axes du premier système et les 
.ixcs du second Systems auront pour cosinus , si cbaque système est composé 
de deux axes seulement, les quatre quantités comprises dans ce tableau ' 


(•) 


cos(r,«), cos(r, p), 
cos(r,«), cos(x, é); 


et, dans le cas contraire, c’est-à-dire dans le cas où chaque système serait 
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composé de tiois axes, les ueuf quantités 

l cos(r,u), cos(r, v), cos(r,u'), 

V cosffjw), cos(j,i»;, cos(^,ivi, 

I /N /S /\ 

V cos(<,u], cos{<,i>), cos(t, M>). 

D’ailleurs, on pourra former une résultante a deux dimensions avec les 
quatre termes du tableau (i), et une résultante à trois dimensions avec les 
neuf termes dit tableau (a). Pour abréger, nous désignerons ces deux résul- 
tantes à l'aide des notations 

[r, f;«,u], [r,s, f, u,v,w], 

dont chacune offrira, comme on le voit, deux systèmes de quantités sépa- 
rées les unes des autres, non-seulement par des virgules, mais aussi par le 
signe ; interposé entre les deux systèmes. Il est vrai qu'au premier abord 
on peut être tenté de trouver ces notations trop semblables à celles que 
nons avons adoptées dans le premier paragraphe; mais on verra, dans le 
§ ni, que cette similitude, loin d’être un inconvénient, est un avantage 
très-réel, et que les expressions 

[r, r,t] 

se trouvent comprises, comme cas particuliers, dans les expressions plus 
générales 

[r, [r, J, t; «,v, tv). 

l-es notations que nous venons de proposer étant admises, on aura géné- 
ralement 

/N /N 

(3) [r, J ; U , i^J = cos (r, u) cos (j, i') ~ cos (r, v) cos ( 5 , u), 


cl 

( 4 ) 


[r,x, t, u,v,w] = 

/N /S ^ ^ /N /\ 

cos(r, u)cos(f, i»)cos(t, tv) — cos(r, «)cos(x,«')cos(/, e) 

/\ /N A, A A A 

- 1 - cos(r, o)cos(f,iv)cos(t , ti) — cos(r, o)cos(j, u)cos(f,M'; 

A A A A A A 

-f- cos(r,iv)co8(j, u)cos(t, v) — cos(r, iv)cos(,i, i^)cos(/, w). 


D'ailleurs, les deux résultantes 

[r, [r,s,t; u,v,w], 

E.i.tAn. el iU Phri.mtlK., T. IV.!5T*U»r 1 
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définies par les équations (3) cl (4), jouissent de propriétés qu’il est utile de 
bien connaiire, et que nous allons successivement énoncer. 

Observons d'abord qu’en vertu des formules (3) et (4), chacune des ré- 
sultantes 

[r.f.O M.i-, tv] 

ne sera pas altérée, si l'on échange entre cui les deux systèmes d'axes, par 
conséquent les deux systèmes de longueurs 

r, s et U, V, 

ou 

' r, s, t et U, V, u>. 

Mais chacune de ces résultantes changera de signe, sans changer de valent 
limnéritpie, si l’on échange entre elles deux longueurs mesurées sur deux 
axes appartenant au même système. On aura, par exemple. 


(5) 

et 

( 6 ) 


[f, r; M,u] = — [r, f ; w, e], 

V 

[s, r, t; M,u, tv] = — [r,s,ti «, e, iv]. 


Observons encore que chacune des résultantes 


[r,.t;K,w], [r, J, f; «, e.iv) 

changera toujours désigne, sans changer de valeur numérique , tpiaiid on s 
l'eiiiplaccra l'une <|uclconqtic des directions 


, ■f.O 

par la direction opposée. Eu effet, supposons que l'on suh.slitue, par exem- 
ple , à la longueur r une longueur r', mesurée, comme la longueur r, à partir 
de l'origine O, mais dans une direction opposée à celle de r. Alors, dans les 
seconds membres des formules (i) et (4) , les angles 

(/■,%, (rri») 

se trouveront remplacés par leurs Mpplénente 

(rC«), ir'%), (/'rw); 

et puisque deux angles, dont l’un est supplément de l'autre, offrent, avec le 
même sinus, deux cosinus égaux, aux signes près, mais affectés dr sqjms 
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rontraiies , ii est ciair que la substitution de r' à /- aura pour effet tiniqiie de 
fliaiifji'r le sijjne de chaque terme dans les valeurs des résulianles 

[r,s; fr, J, t; u,u, iv] 

On aura donc, par suite, 


(7) 


«,*'] = - [f, j; «, v). 

et 



(8) 

[K,!,/; U, 

V, H']= — [/-,V, <; M,V, IV 


iteuiarquons encore que les angles dont les cosinus entrent comme fac- 
teurs dans la composition des divers termes des deux résultantes 

M,u], [r, r, t; «,e, tv], 

ne varieront pas si l'on transporte parallèlement à liii-nicmc chacun des axes 
sur lesquels se niesurcnl les lougueuis 

r,s,t, u,v,%v,.... 

Eu conséquence, on peut énoncer la proposition suivante 
Théorème. Si les longueurs 

r,s,t, u,v,w,... 

sont mesurées, à partir d’origines diverses, sur divers axes indéfiniment pro- 
longés dans certaines directions, ou n'altcrcra point les valeurs des résultantes 

[r,j; «,4>], [r,s,t\ h,u, h<| 

en transportant les axes dont il s'agit, parallèlement à cux-niémes, sans 
changer leurs directions, de manière à donner pour origine commune aux 
diverses longueurs un point unique. 

Eu égard à ce théorème, nous supposerons, dans les III et IV', les di- 
verses longueurs 

r,s,t, «, V, IV, . . . 

toutes mesurées à partir d'une seule origine O, qui sera le sommet commun 
des angles plans compris entre elles, et des angles solides dont les arêtes coïn- 
cideront avec trois de ces mêmes longueurs. 

Nous venons de rappeler quelques-unes des propriétés des deux résul- 
tantes 

(r,x;u,v], [/, jr, f; n,v, tv], 

3 . 
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Une antre propriété remarquable de ces mêmes résultantes, c'est que la 

prcniièrc ne sera point altérée si chacun des an0les(r, j), (w,**) vient à 
tourner autour du point O, sans changer de valeur, dans le plan qui le 
renferme, et que pareillement la seconde ne sera point altérée si chacun 
des angles solides construits avec les arêtes r, s ,t ou u,v, tn, tourne au- 
tour du point O, sans se déformer. Mais, pour établir plus aisément cette 
propriété, il convient d’examiner successivemenl le cas particulier dans le- 
quel un des deux systèmes d'ases 


ou 


r, $ 

et 

U, V, 

r,s,t 

et 

U, v,tv. 


5 <- compose d'axes perpendiculaires entre eux; puis le cas général où les 
axes de chaque système comprennent entre eux des angles quelconques. C'est 
ce i(m: nous ferons dans les deux paragraphes suivants. 


§ III. — Oiterminatioa He tn résultante eonstruite avre tes cosinus des angles s/ue des oses 
quelconques forment aeec d'autres axes perpendiculaires entre eux. 

Considérons d’abord, dans un plan donné, deux axes indéfiniment pro- 
longés à partir d'un certain point O dans deux directions déterminées. 
Soient 

r, s 

deux longueurs mesurées dans ces deux directions à partir de l’origne O; et 

supposons, dans le plan de l'angle (r, s), la position d'un point quelconque 
rapportée à deux axes rectangulaires des x, jr, qui passent eux-mêmes par 
l'origine O. Enfin nommons 

y 

deux longueurs mesurées, à partir de cette origine, sur les axes des x, j, 
Indéfiuiment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Les cosinus 
des quatre angles 

(rPx), (fPy), 

(s^s). (fCy). 

que formeront les deux cétés de l'angle (r, f) avec les deux côtés de l’angle 
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I . A ^ 

ui-oit (x,y), et, par suite, la résultante 

(0 [f) "t; * , y) = cos (r, x) cos (j, yj — cos (r, y) cos (j , x) 

construite avec ces cosinus, pourront être évidemment exprimés i l'aide des 
sinus et cosinus des seuls angles 

(tC*), (i?y)- 

Si , pour plus de commodité , on commence par supposer les longueurs r, s , 
situées l’une et l’autre du côté des_^ positives , c’est-à-dire , en d’autres termes, 
du meme côté que y, par rapport à l’axe des x, alors chacun des angles 

{r?y), (f?y) 

étant aigu offrira un cosinus positif ; et , comme la valeur numérique de ce 
cosinus sera le sinus de l'angle formé par la longueur r ou r avec nue direc- 
tion perpendiculaire à y, on aura 

A As As As 

COS (r, y) = sia (r, x), cos (j , y) = sin {s , x). 

Donc alors la formule (i) donnera 

A A A A 

[r, ; x , y] = cos (r, x) sin (^ , x) — sin (r, x) cos (j , x), 
ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (i i) du § l***, 

[r, r ; X , y] = sin [(r^x) - (r^x)]. 

Mais alors aussi, la différeuce 

AA “ 

(r, x) — (r, x), 

égale, au signe près, à l’angle (r, r), sera positive ou négative, avec son si- 
nus, suivant que le mouvement de rotation de r en r sera direct ou rétro- 
grade. Donc la dernière des formules obtenues pourra s'écrire comme il 
suit ; 

(a) [r, r ; X , y] = (r, r) sin (r,'r). 

D’ailleurs l’équation (a), a'msi établie pour le cas où les longneurs r, s seraient 
toutes deux situées du côté des positives , continuera de subsister, en vertu 
de la formule (y) du $ II, jointe à la formule (a) du $ 1", si l’on substitue à 
l'uue des directious r, s la direction opposée r' ou s', située du côté des 
négatives , et , par suite encore , si l’on substitue en mémo temps r' à r et r' à r 


( aa ; 

Donc la formule (a) subsistera pour deux longueurs dont cbaciiue pourra 
être située, comme l'on voudra, ou du cdté des jr positives, ou du rôle 

des_^- négatives. D’autre part, la quantité positive sin (r, f) représente préci- 
sément ce que devient la surface du parallélogramme construit sur les côtés 

r, s de l'angle (r, s), dans le cas où ces côtés sont tous deux égaux à l'unité, 
et l'expression 

f) 

SC réduit à -t- 1 ou à — i, suivant que le mouvement de rotation de r en s 
est direct ou rétrograde, c'est-à-dire dirigé dans le sens du mouvement de 
rotation de /■ en s, ou dans le sens opposé. Cela posé, la formule(a) enlrai- 
nera évidemment la proposition suivante : 

i" Théorème. Étant donnés dans un plan, un angle droit (x, y i, et un angle 

aigu , droit ou obtus (r, r), qui ont pour sommet commun le point O; si 
l'on détermine les quatre cosinus des autres augles 

(rTx), (rTy), 

(.r?x), (j^y), 

que formeront les côtés r, r de l’angle (r, s) avec les i ôtés x , y de rangle 
droit (x, y), la résultante 

[r,r;x,y), 

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative, suivant que les 
mouvements de rotation de r en r , et de x en y, s’effectueront dans le même 
sens ou en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique 
le sinus de l'angle (r, r), ou, ce qui revient au même, l’aire du parallélo- 
gramme que l’ou peut construire sur les côtés r, s réduits l'un et l’autre à 
l’unité. 

Corollaire. I.a valeur numérique de la résultante 

['•- x.y] 

étant indépendautc non-seulement de la position qu'occupent, dans le plan 
donné, les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les deux longueurs 
X, y, mais encore du sens dans lequel s’effectue le mouvement de rotation 
de .X en y, il est naturel de représenter cette valeur numérique par la simple 
notation 
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que l'oD déduit de l’expression 

en y effaçant les deux lettres x , y, employées pour indiquer deux dircction> 
dont il n'est plus nécessaire de faire une mention expresse. Alors l'équation (s) 
se trouve remplacée par les deux formules 

(3) [r,f; x,y] = (r,j)[f,x], 

(4) [r,s] = sin(r,r), 

dont la seconde reproduit précisément l’une des notations admises <tans 
le $ r. 

Supposons maintenant que, le sommet O de l'angle (r, s) étant toujours 
pris pour origine des coordonnées, on rapporte la position d'nn point quel- 
copque de l’espace à trois axes rectangulaires des x, jr, z, dont les deux 

premiers pourront être situés en dehors du plan de l'angle (r, x); et nom- 
mons 

*. y, * 

trois looguenrs mesurées, é partir de Foriginc O, sur les trois axes des j:, j', z, 
indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Si l'on déter- 
mine les cosinus des quatre angles 

(ny), 

(,«7x), (x?y). 

que formeront les côtés de l’angle (r, s) avec les côtés de l’angle droit i'^7yy 
on pourra toujours construire avec ces cosinus une résultante 

/V /\ /\ A. 

[r, JJ X, y] = cos(r, x)cos(j, y) — cos(r, y)cos(j,x). 

Si d’ailleurs, après avoir projeté les longueurs 

r, J 

sur le plan des x, j, on nomme 

f>. « 

deux longueurs nouvelles mesurées, à partir du point O, dans les direclionv 
mêmes des deux projections ou dans les directions opposées, on aura encore 



( 34 ) 

Mais, eo vcrlu d’un théorème connu et relatif aux plans qui se coupent à 
angles droits [voir le 7 ' théorème de la page 3 1 1 du 3* volume], on pourra, 
aux deux équations qui précèdent, joindre les formules 


cot(c, x) _ cos (rfy) 

, ^ \ , ^ ' 

cos(p.x) cos(p, y) 


:cos(r,p), 


c«(<. x) _ cos (s, y) . 
cos(«,x) cos (s, y) 


:cos(j,s). 


puisque les plans projetants , c’est-à-dire les plans des deux angles 


('•.(»). (*,s) 


seront tous deux perpendiculaires au plan de l’angle (x, y). Donc les deux 
équations dont il s’agit, combinées entre elles par voie de division, donne- 
ront 


[«•.<; a, y} 
y] 


cos(r,p) cos (s, s). 



et l'on aura, en conséquence. 


(5) [r, j; x, y] = [p, î; x,y]cos(rfp)cos(jrs)- 

Enfin, les directions p, ç étant comprises dans le plan de l’angle (x, v), on 
tirera de la formule (a) 

y] = (p?s)sin(pr«), 

et, par suite, la formule (5) donnera 

(®) î * . yl = (f . s) s>n (pr«) cos (rfp) cos (^rî). 

Rien n’empêche de supposer que les deux lettres 


P- ? 

représentent en grandeur et en direction les projections absolues des lon- 
gueurs 

c, s 

sur le plan des x,jr. Si, pour plus de commodité , on adopte cette suppo- 
sition , les deux cosinus 

cos(r,p), cos(j,«) 

.erout tous deux positifs, et pour qu’ils représentent les projections ab- 
solues p, ç des longueurs r,s sur le plan des jc,^, il siifhra que chacune de 
ces longueurs se réduise à 1 unité. Alors, le parallélogramme construit sur 
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ces (leux projections p,ç ofliira une aire évidemment exprimée par le 
produit 

/N A 

sin [p, ç) cos ( r, p) cos (/•, î) , 
puisque ce parallélograiniue aura pour côtés 

/V 

cos(r,p),. cos(j,ç), 

et pour hauteur le produit 

cos(/^;)sin(p,'l;), 

quand on prendra pour base le premier côté cos(r,p). 

Quant au facteur (p, ç), il se réduira ou à 4- 1 , ou à — i , suivant que le 
mouvement de rotation de p en ç sera direct ou rétrof|rade, c'est-à-dire 
dirigé dans le sens du inouvenient de rotation de x ou y, ou dans le seit- 
opposé. D’ailleurs, p et ; étant, par hypothèse, les projections alisolues de r 
et de s sur le plan des perpendiculaire à l’axe des s, il est clair que 
les niouvenieuts de rotation de p eu ç et de r en s s'effectueront dans h- 
même sens autour du demi-axe des z positives, c'est-à-dire autour de lu di- 
rection z. Donc, si l'on adopte les définitions et notations proposées dans 
le $ l", le mouvement de rotation de p en ; sera direct ou rétrograde dans le 
plan des x, jr, suivant que le mouvement de rotation de r en s autour de la 
direction Z sera lui-même direct ou rétrograde dans l’espace, et l'on aura 

( 7 ) (p,'S) = {r,s,i)i 

donc l'équation (6) pourra être présentée sous la forme 

/V /\ /s 

(8) [r,j; x,y] = (r,r,z)8in(p,ç)cos(r,p)cos(j,î), 

et l'on pourra énoncer la proposition suivante: 

a' Théorème. Étant donnés, dans l’espace, un nugle droit (v,y) et un 

/N 

angle aigu, droit ou obtus (r,r), qui ont pour sommet commun le point U, 
si l'on détermine les cosinus des quatre angles 

(rfs), (r?y) 

{s%), (iPy) 

que formeront les côtés de l'angle (r,s) avec les côtés de l'angle droit (x,y j, 
Lt. J A, Cl dr pivi. cuit.. T Vt lier.) 4 
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la résiiitanle 

*iV], 

(’oiistruite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative , suivant que le» 
mouvements dc.rotation de r en j et de x en y autour d'une direction z per- 
pendiculaire au plan de l’angle (x , y) , s'effectueront dans le même sens ou 
en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique l'aire du 
parallélogramme que l'on peut constniire, dans le plan de l’angle (x, y), sur 
les projections des côtes r,s, réduits l’nn et l'autre à l'unité. On peut re- 
marquer d'ailleurs que ce parallélogramme est la projection de celui que l'on 
pourrait construire dans l'espace sur les côtés eu question. 

» Concevons maintenant que, le meme point O étant tout à la fois le 
.ommet de l'angle (r, j) et de l'angle droit (x,y), on nomme 

/, m, n 

trois longueurs mesurées à partir du point O, la première sur la droite d in- 

/S /\ 

lersection des plans des deux angles (x,y),(r,f), et les deux dernières sur 
des perpendiculaires menées à cette droite dans les deux plans dont il s'agit. 
•Supposons d'ailleurs , pour plus de commodité, chacune de ces perpendi- 
culaires dirigée dans un sens tel, que les deux mouvements de rotation de 

x en y et de / en in soient de même espèce dans le plan de l’angle (x,y), et 
ejue les deux mouvements de rotation de r en f et de f en n soient de même 
espèce dans le plan de l'angle (r, 4). On pourra faire tourner l'angle droit (x^y) 

dans le plan qui le renferme, de manière à l'appliquer sur l'angle droit 
et à faire coïncider les deux directions 

X, y, 

la première avec la direction /, la seconde avec la direction m. Cela posé, 
on conclura du 2' théorème, que la valeur générale de l’expression 

[r,a X, y] 

ne diffère pas de la valent- particulière qu'acquiert cette expression quand 
on y remplace x par / , et y par m. On aura donc généralement 

(r,s; x,y] = (r,4; /,mj. 
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ou , ce qui revient au même, 

[r, j; X, y] = cos (r, /)cos(j, m) — cos(r7m) cos(f ,/). 

Mais, d'autre part, le plan qui renfermera les deux directions m, n, dont 
chacune est perpendiculaire à la direction l, sera lui-même perpendiculaire 
à /, et, par suite, à tout plan qui contiendra l, par conséquent au plan de 
l'angle (r, s), ou, en d’autres termes, au plan des deux angles (r,n),{s,n). 
Donc le théorème relatif aux plans qui se coupent à angles droits, le •j'' théo- 
rème de la page 3i i du 3‘ volume, donnera 

cos (r, m) = cos (r, n) cos (m , n ) , cos (f , in) = cos (s, n) cos (m,n). 

En substituant ces valeurs de cos(r, m), cos(j,n) dans l’équation précédente 

A A A 

[r, f ; X, y] = cos(r, i) cos {s^m) — cos(r, m) cos(^,/), 
et en ayant égard à la formule 

[r,s; l, «] = cos(r, l)cos[s,n) — cos^r,n)cos(s,/), 

on trouvera 

[r, J; x,yj = [r,s; /, n] cos(m,ni. 

Enfin , puisque l’augle droit (/, n) sera renfermé dans le plan de l’angle (r, s) , 
et que, dans ce plan, les deux mouvements de rotation de r en s et de l en n 
auront, par hypothèse, la même direction, le i" théorème donnera sim- 
plement 

[r,s;/,n] =sin(r,f); 

et, par suite, la valeur générale de lu résultante |/',Si x, yj pourra être ré- 
duite à 

(g) [r, s ; X , y] = sin {r^s) cos {nCn). 

Donc, puisque sin(r, s) représente l'aire [r,s] du losange que l’on peut con- 
struire sur les côtés r, s réduits chacun à l’unité , on aura encore , dans 
l’hypothèse admise , 

(lo) [r,j;x,y] = [r,f]cos(m7'»> 

Il est hou d'observer que l’angle ('tt,n), compris entre des droites m, n 

4- 


( a») 

incncrs, dans los plans des deux angles 

(xô'). M). 

perpendiculairement à la ronimune intersection l de ces deux plans, est 
égal ou à l’angle aigu qui mesure l'inclinaison du second plan sur le premier, 
mi an supplément de cri angle aigu. Ooue le cosinus de l’angle (t«,n) doit 
être égal, an signe prés, au cosinus de l'irndinaison mutuelle des deux plans 
dont il s’agit; et l'on peut énoncer encore la proposition suivante : 

» 3* Théorème. lies mêmes choses étant posées que dans le a* théorème, 
la résultante 

\r, s;x, y] 

nma encore pour valeur numérique le produit du sinus de l'angle (r, s)par 

le cosiiins de l'inclinaison mutuelle des plans des deux angles (r, .<) et (x , y). 
D’ailleurs, comme on l’a déjà remarqué, le premier facteur de ce produit 
est précisément l’aire du parallélogramme que l'on peut construire sur les 
deux cftiés r, s réduits l’un et l’antre à l’unité. 

C nmllaire. Si, en supposant que l’angle droit (x,y) et l'angle (r,s) ont 
pour somme! le même point O, on noninic T nue longueur mesnrée, à partir 
de ce point, sur une perpendiculaire au plan de l’angle (r, s), l’angle (7',z), 
compris entre deux droites T, i. rcspectivenirn! perpendiculaires aux plans 

des deux angles (x, y), (r, j),sera évidemment égal ou à l’inclinaison inu- 
tnelle de ces deux plans, ou an supplément de cette inclinaison ; et, par suite, 
les eosinns des deux angles 

offriront la même valeur numérique. Si d’ailleurs ou suppose les directions T 

et Z situées d’un même côté par rapport au plan de l’angle (r,0), les niouve- 
iiieiits de rotation de r en r autour de la direction z, et de ren f autour de 
lu ilireelion T s’effrcUieroiil dans le meme sens; et l’on aura en conséquence 

(r, f,z)=(c,i, T . 

Donc alois la résultante 

lr,x;x,y], 

qui est, en vertu de la torinnlc(8), une quantité affectée du signe de (/■, s, z) , 
scraau.ssi une quantité affectée du signe de(r,.t, 7’); et ce signe sera encore, 
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PU ê{;ard à IVqualion {9), !p si^ne de coa{m,n). On aura donr, dans l'hypo- 
thi-sp admisp, 

O 1) cos (w, n) = T’y cos(7’,z). 


Ajoiiluns que celle deniière formule conlinuern cvidemmenl de subsisler, si 

à la direction T" on substitue la direction oppos«*e , puisque alors l'auj’lp ( T(z; 
étant remplacé par son supplément, les deux facteurs du produit 

[r,s, T)coi{T%) 

cbangeronl de sifiiie. lia formule (11) sé trouvant ainsi établie pour tous 
les cas, l’équation (9) donnera fjcnéralemcnt 

lia) [r, s ; X , y] = (r, i, T") sin (r, s) cos ( jf*). 


ou, ce qui revient au même, 

( 1 3) [r, J ; X , y] = (r, f , T") [r, j] cos 7fz\ 


Si maintenant on échange cotre elles les trois directions x, y, eu observant 
que les trois mouvements de rotation de x en y autour de z, de y en z au- 
tour de x,et dez enx autour dey, sont tous trois de même espèce, on obtiendra, 
au lieu de l'équalion (la), deux équations du meme genre, qui seront com- 
prises , avec elle , dans la seule formule 


C4) 


[r, «1 T.^1 _ [P. x) _ [p, r t X. y] . 
cm[T,x) ros(7', y) rus(7', «) 


:(r, r,7’) sin(r,j). 


Considérons, U présent, outre les axes rectangulaires des cr,_y, s, sur 
lesquels on suppose portées à partir de l'origine O les trois longueurs x , y, z , 
trois autres axes rectangulaires ou obliques, indéfiniment prolongés à partir 
du point O, dans des directions déicnniuéesi et nommons 


r, s, t 


trois longueurs qui, ayant le point O pour origine, se mesurent dans ces trois 
directions. IjPs cosinus des neuf angles plans 


/V 

('■- . 

(m). 

{/-%). 

, PS , 

(M’)> 

M, 


(Cy). 

('.'■) 
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<pip foiineront les directions r, s, t nvec les directions x, y, z, seront les élé- 
ments de calcid qtii entreront dans la composition des trois résultantes à deux 
dimensions r 


(i6) 


[r,j; y, z] = cos(/-, y)cos(f, z) — cos(r, z) cos(j, y), 

(’ 5 ) ^ [r,f J z, x] = cos(r, z)cos(i, x) — cos(r, x) cos(z, z), 

/s es /\ /\ 

[r,f; x,yj = cos(r, x)cos(f,y) — cos(r, y) cos(f, x), 
et de la résultante à trois dimensions 

fr, f, X, y, z] = 

A A A A A A 

COS (r, x) COS (j, y) cos (/ , z) — cos (r, x) cos {s, z) cos {t , y) , 

A ^\A A A A 

COS (r, y) cos (j, z) cos (i , x) — cos (r, y) cos (^ , x) cos (/ , z) , 

A A A A A A 

cos(r, z) cos(j, x) cos(<, y) — cos(r, z) cos(j, y) cos(/, x^. 

Or, en vertu des formules (i 5 ) et (i6), on aura évidemment 
[t*, ■t» ^ î X , y» 

[e, j , y,z]cos((,x)-l- [r,i; z,x]cos(t,y) -I- [r,j; i, y]cos{/,z). 
D'ailleurs, si l'on nomme T une lonf;ueur mesurée, à partir du point O, 
sur une perpendiculaire au plan de ran{;le (r, j), les valeurs des expressions 
[r,j; y,z], [r,j; z,x], [r,f; x,y] 

pourront être déduites de la formule ( 1 4) , et de cette formule combinée avec 
l'équation (17), on tirera la suivante : 

v.yiïj , , 

! ^ \ frr/^ % ”*7T " * A ~7v A ' V ’ ^ (r, j). 

m»(/, x) ««(7, x) + ax{i, y) cn%(r, y) cm(i, i)cos( 7, t) 

Donc, en observant que, dans cette dcniière, le dénominateur du premier 
membre est précisément égal à cos (t^T), on trouvera 


(':) 


cos(f, T) 


et, par suite, 

(>8) [r, X, <; x,y, z] = (r,f, 7’)sin(rff) cos(zPt’). 

Si, pour plus de commodité, on suppose que la longueur 7 ’ soit située du 
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même côté que la longueur t par rapport au plan de l’angle (r,^), les deux 
mouvements de rotation de r en s autour de t , et de r en s autour de 7', 
s'effectueront dans le même sens; en sorte qu'oii aura 

{r,s, r) — (r, j,t). 

Alors aussi , dans l'équation (i8) réduite à la formule 

(19) x,y, z] = (r, j,f) sin (r,'?ï) cos(/f' 7 ’). 

le facteur cos(/, 7’) sera positif, puisque l'angle (/7 7’) sera aigu; et, par 
suite, le produit 

sin(r,s) cos((, T) 

représeutera la valeur du parallélipipède que l'on peut construire sur les 
arêtes r, s, t, supposées toutes réduites à l’unité [vo/rleS I"]. Quant au 
facteur 

{r,s, t), 

il se réduira ou à + 1 , ou à — i, suivant que le mouvement de rotation de r 
en s autour de t, étant direct ou rétrograde, sera ou ne sera pas de l'espèce 
du mouvement de rotation de x en y autour de z. Donc la formule (tq) 
eutraiocra la proposition suivante : 

4' Théorème, lïtant donné dans l’espace un angle solide dont les arêtes x, 
y, i , mesurées à partir du point fixe O , sont perpendiculaires entre elles , et 
un autre angle solide dont les arêtes r, s, t se coupent , au meme point f >, sous 
des angles quelconques, si l'on détermine les cosinus des neuf angles 

(r^x), {ny), (f?*). 

(s^x), (*ry), {s'.x), 

iCx), (Cy). (flx), 

que formeront les arêtes r, s, t avec les arêtes x , y, z, la résultante 

[r,x,/; x,y,z], 

construite avec ces neuf rosinus, sera positive ou négative, suivant que les 
mouvements de rotation de x en y autour de z, et de r en s autour de é, s'ef- 
fectueront dans le même sens ou en sens contraire; et cette résultante aura 
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pour valeur numérique le volume du pnrallclipipcde, que l'on peut < oii- 
>lriiire sur les arêtes r, s, t réduites ehacune à riiniié. 

Corollaire. La valeur numérique de In résultante 

[r, r, / ; x , y, z] 

étant indépendante non-seulcinent de la position qu’occupent, dans l'espace, 
les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les trois longueurs 

X, y, i, 

mais encore du sens dans lequel s'effectue le mouvement de rotation de x 
en y autour de z, il est naturel de re|>réscnter cette valeur numérique par la 
simple notation 

que l’on déduit de l'expression 

eu y effaçant les trois lettres x,y, z, employées pour indiquer trois di- 
rections dont il n’est plus nécessaire de taire une mention expresse. .■Uoiv 
l'équation (tg) se trouve remplacée par le système des deux formules 

(ao) \r,s,t, x, y,z] = (r,i, <) [r, J, r], 

(ai) [r, f , / ] = sin (r, j) cos (<^'7' ) , 

dont la seconde reproduit précisément l’une des notations admises dans le 
§ I". Ajontons que, si Tou nomme 

«, .V, T 

trois longueurs respectivement mesurées sur des perpendiculaires aux plans 
des trois angles 

à partir du point commun aux trois arêtes 

r, f, l, 

et situées, par rapport à ces plans, des mêmes côtés que ces trois arêtes, on 
pourra joindre à l'équation (ai) deux autres (•quations qui seront comprises, 
avec elle, dans la seule formule 

(aa) = sin(j,/)cos(r, fl)= sin(/,r)cos(f,iS) = sin(r^) cos(t^ T) 

[no/r le § l"]. 
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En terminant ce paraj’raplie, nous reniartpirrons qu'en vertu des théo- 
rèmes I , a et 3, la valeur de la résultante 

x.y] 

dépend uniquement de raii{;lc de rinclinnisou du plau de cet aiq-Je sur 
le plan de x, j-, et du sens dans lequel s’effectue, dans cliaciiu de ces plans, 
le mouvement de rotation de r en jou de x eu y. l’areillement, il suit du théo- 
rème 4, que la valeur de la résultante 

[r, .t, t , x,y, z] 

dépend uniquement de la forme de raii(;le solide qui a pour arêtes x, y, z, 
et du sens suivant lequel s’effectue chacun des mouvements de rotation de r 
en i autour de t, et de x en y autour de z. En conséquence, on peut énoncer 
la proposition suivante : 

5' Thmrème. IjCS loufjueurs 

/, f,t, X, y, z 

étant mesurées, à partir d’une même orifjine O, les trois premières dans des 
directions quelconques, les trois dernières sur des axes perpendiculaires 
entre eux, on n’altérera point la valeur de la résultante 

*1 yj, 

cil faisant tounier autour du point O chacun des auf'les 

ry /\ 

(r,r', x,y), 

supposé d'ailleurs invariable, dans le plan qui le renferme, ni la valeur de 
la résultante 

|f, s,t\ X, y, z], 

en faisant tourner autour du point O, sans les déformer, les deux angles 
solides qui ont pour arêtes, d'une part, les longueurs r, f, /; et, d’autre part, 
les longueurs x, y, z. 

Les résultats auxquels nous sommes parvenus dans ce paragraphe étaient 
déjà connus. Mais les formules à l’aide desquelles on le.s exprimait, n’of- 
fraient pas toute la précision que l'on pouvait désirer, puisqu'elles renfer- 
maient des doubles signes dont la détermination dépendait de certaines 
cooditioDs qu’il était nécessaire de mentionner dans le discours, et d’énoncer 
E». a'Zn. rl * Ph.mtik., T. IV (57* tiw.) 5 
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à part, r, adoption des signes 

(r,f), (r,.f, 0 

propres à indiquer le sens des mouvements de rotation, et l'introduction de 
ces signes dans les formules font disparaître l’inconvénient que nous venons 
de signaler. Nous allons voir mainienant avec quelle facilité l'nsage de ces 
mêmes signes permet d'établir des formules générales, qui déterminent com- 
plètement les valeurs des ré.sultantes analogues à celles dont nous venons de 
nous occuper, mais relatives à deux systèmes quelconques d’axes rectangu- 
laires ou obliques. 


^ IV. — Of'termination t/e /a résultante ennstruite aver les cosinus ifes angles tjuc des axrt 
donnés forment avec (i'aatres axes reelangulatres ou obliffues. 


(ionsidérons deux systèmes d'axes rectangulaires ou obliques, indétini- 
iiient prolongés , à partir d’une même origine O , dans des directions déter- 
minées sur le.squcllcs se mesurent, à partir du point O, pour le premier 
système, les longueurs 

r, s ou r, J, t, 

et, pour le second système, les longueurs 

it, V ou U, V, H'. 


Si l'on suppose chaque 
longueurs 


système composé de deux axes seulement, les 
r, .t ou «, e. 


mesurées sur les directions de ces deux axes, comprendront entre elles un 
angle plan 

(r,f) ou (m, v); 
et les cosinus des quatre angles 

(V<), (rCv), 

(j,u), (s,i>). 


que formeront les directions r, s avec les directions «, v, seront les factcui's 
qui entreront dans la composition des divers termes de la résultante 

/\/\ A A A A 

(i) [r,5; Uf v] = cos (r, tt) cos (r, i') — cos(r,i*)cos(j,u). 
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Or la valeur de cette résultante pourra être présentée sous uue forme très- 
simple, si les deux anf;les 

('Vt), («?f) 

étant renfermés dans un même plan, l’une des directions r,s est perpendicu- 
laire à l'une des dii'cctions n, u, en sorte (jii’ou ait, par exemple , 



En effet, supposons ces conditions remplies; alors ou trouvera 

y\ 

eos (/•,!-) = 0, 

et, par suite, la formule (i) donnera 

[r, i>] = cn 8 (r,«)cos(f,e). 

Or, la direction v étant perpendiculaire à la direction r, on pourra, dans les 
formules (4) du § I", remplacer nun-seulemcnt r par s ou par u , mais en- 
core X et y par r et v; et, par suite, en considérant comme direct le mouve- 
ment de rotation de r en v, on aura 

/\ /N /N 

COS (tt, /*) = siü(«, p), cos(i,i») = (/*,^) sin 
Donc la valeur trouvée de (r, u, u] pourra être réduite à 

/s A 

(a) [r,j; tt, e] = (r, j) (m, i>) sin (r,i) sin («, u). 

Observons d'ailleurs que la formule (a) continuera évidemment de subsister, 
si l’on considère comme dii'cct, non plus le mouvement de rotation de r 
en V, mais le mouvement de rotation de u en r; car, pour passer d'im cas à 
l'autre, il suffira de changer le signe de chacun des facteurs, ce qui n'al- 
térera pas leur produit. Ajoutons qu’en vertu de la formule ( 5 ) du $ II, 
joiiiie à la formule (1) du $ l", l'équation (a) subsistera encore, si l'on y 
échange séparément ou simultanément r avec s et u avec e. Elle subsistera 
donc, non-seulement quand r sera perpendiculaire à u, mais encore toute.s 
les fuis que l’une des directions r, s sera perpendiculaire à l’une des direc- 
tions u,t>. Il y a plus: on peut affirmer que la formule (3) subsiste géné- 
ralement, quelles que soient dans le plan donné, c’est-à-dire dans le plan 

5 . 
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des deux au(>ies (r,s), {u,v), les direclious des longueurs 

r, s, tt,v. 

C'est effectivement ce que l’on démontrera sans peine, en opérant comme il 
suit. 

Rapportons la position d'tin point quelconque, dans le plan <lonné, a 
deux axes rectangulaires des x et jr, qui passent par l'origine commune O 
des quatre longueurs r, f, u, o; et nommons 

y 

deux antres longueurs mesurées, à partir du point O, sur ces deux axes in- 
délînimeot prolonges du crtté des coordonnées positives. Cliacuu des quatre 
cosinus renfermés dans le tableau 

/\ y\ 

cos(r,«), cos(r,u), 

/\ ^ /\ 
cus(j, «), cos 'f, ej 

sera détenniué par une équation de la forme 

/s /\ /\ /\ /s 

(3) cos(r, = cos;/% x)cos(«,x) -t- cos(r, y)cos(n, y); 

et, en conscqueucc, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il suffirn 
d’ajouter entre eux les deux termes renfermés dans une même ligne bori^îon- 
tale du tableau 

/\ /^ 

cos (/■, x) , eos (r, y) , 

/s A 

cos(.«, x), cos'.t, y). 

après les avoir respectivenient multipliés par les termes correspondants de 
l'une des lignes horizontales du tableau 

A A 

eos(«,x), cos(«, y), 

A A 

cos(t', x), cos(e,y). 

Cela posé, eu ayant égard au thiiorèine général sur les produits des résul- 
tantes [iw'r le a' volume, page 167 ], et en appliquant ce théorème aux 
quatre équations semblables entre elles, qui seront de la forme de l’équa- 
tion (3), on trouvera 

(4) ".W = *,yj[u.e; x,y|. 
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Or, à laide de l'cqualion (.j), que l’on peut aussi présenler sous la tonne 


( 3 ) 


X , y] = 


x,t1' 


OU étendra facileiuenl lu formule (a) à tous les cas possibles. Kn ell'el, on 
pourra d abord, en particularisant les directions uct o, tirer de l'équation (5) 
la valeur de [r, s; x ,y]- Si , pour fixer les idées, on suppose v perpendiculaire 
à r, et U à on tirera de la formule (a), déjà démontrée dan> le cas ou r est 
perpendicidaire à o, 

/N /\ 

[r, j; U, e] = (r, s) (u, v) sin (r, j) sia(u , i'] , 


et, eu égard aux conditions 

(Cy) = ^' s>n(’‘7y) = i, (x,y) = i. 


On trouvera de même, puisque u est supposé perpendiculaire à y, 

x,y| = (h,u) sin(u,i>); 

puis, en substituant les valeurs ici trouvées des deux résultantes 
[/•, t; «,i»|, x,y], 

dans le second nombre de la formule (4), on obtiendra l'équatinu 
(6) [r, i ; X . y] = (r s) sin (e, s ) , 

que l'on pourrait, nu reste, comme on l'a vu dans le J III, établir directe- 
ment. Enfin, si I on substitue dans le second membre de l'équation (4), la 
valeur précédente dc[r,fj x,y],etla valeur semblable de [n, i<; x,y], qui 
seront encore données par la formule 

A 

[«, m; X , y] = («, x) sin (m , t>), 

quelle ({ue suit la direction attribuée à u, on sera immédiatement ramené à 
l'équation (a), qui sera âinsi démontrée, quelles que soient, dans le plan 
donné , les directions des quatre longueurs 

r, J, u,i>. 

Il est bon d'observer que le produit 

(r, r) (k,o). 


( 38 ) 

l eiifermé dans le second membre de la formule (2), se réduit simplement ù 
!- 1 ou à — I, selon que les mouvements de rotation de r eu s et de u eu e 
s’effeclueut dans le même sens ou en sens contraire. Quaul aux facteurs 

sinfr, f), siii («,!'), 

ils représentent précisément les aires de deux parallélogrammes que l'on peut 

construire sur les côtes des deux an{»lcs plans (r, s), (n,e), en supposant 
chacun de ces côtés réduit à l'unité. 

Cela posé, la formule (x 3 ) entraînera évidemment la proposition suivante : 
1" Théorème. Étant donnés, dans un plan, deux angles 

(fr^). («?«'). 

ai l'on détermine les quatre cosinus des autres angles 

/\ /\ 

(s,u), (1,0) 

que formeront enti-e eux les côtés des deux angles donnés, la résultante 

[r,a; 

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative, selou que les 
mouvements de rotatiou de r en s et de u en v s'effectueront dans le même 
sens ou en sens contraire; et celte résultante aura pour valeur numérique le 
produit dos sinus des deux angles donnés, ou, ce qui revient au même, le 
produit des aires des deux parallélogrammes que l'on peut construire sur 
les côtés de ces deux angles, en supposant ces côtés réduits à l'unité. 

Corollaire. Si, comme nous l'avons déjà fait dans le § 111 , on désigne par 

faire du [tarallélogrammc qui a pour côtés les longueurs r, s réduites à 
I unité, ou aura 

[r, î ] = sin (rPr), [«, o] = sin [11 , e), 
et la formule (a) pourra s’écrire comme il suit : 

(7) [f, -S = {r, -t) («, u) [i-, s] l« , v]. 


/ 
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Supposons mninti.-nant que les deux angles 

('VO. ("?•'). 

ayanl pour sommet commun le point O, cessent d'étre situés dans un même 
plan; puis, en prenant le point O pour origine des coordonnées, rappor- 
tons la position d’un point quelconque de l'espace à trois axes rectangulaires 
des 2 , dont les deux premiers soient renfermes dans le plan de l’angle 
(«, u); et nommons 

X, y, Z 

trois longueurs mesurées à partir de l'origine O, sur ces trois axes iudéfiiii- 
ment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Cbacune des direc- 
tions U, V étant comprise dans le plan de l’angle droit (x,y), la formule (3) 
et celles qu'on en déduit en rernpla(;ant séparément ou simultanément r par r 
et « par o, continueront encore de subsister |î»oi> le tbéorème 6 de la page 3 1 1 
du 3' volume), et entraîneront encore avec elles l'équation (4), en sorte qu’on 
aura 

(4) [r, ï; n,ej z= [r,f, x,y][«,p; x,y]. 

De plus, l'angle («,p) étant compris dans le plan de l'angle droit (x,y), la 
formule (6) donnera 

[«, P ; X , y] = (« , v) sin (« , v). 

D'ailleurs, si l’on adopte les définitions et notations proposées dans le ^ l", 
le mouvement de rotation de u en o sera direct ou rétrograde dans le plan 
des X, f, suivant que le mouvement de rotation de u en o autour de la 
direction z sera direct ou rétrograde dans l'espace. On aura donc 

(it.p) = (li, P,z); 

et, par suite, la valeur trouvée de la résultante [m,p; x,y] pourra être pré- 
sentée sous la forme 

(8) [n,p; x,y] = (u,p,z)sin(«,p). 

Eiifiu si, pour plus de commodité, on suppose la direction y, c'est-à-dire la 
direction du demi-axe des positives, fixée de telle ssirte que le mouve- 
ment de rotation de x en y s'eifectuc dans le sens du mouvement de rotation 
de U en v, alors l'expression (u, v) ou (a, i>, z) étant réduite à l’unité, on aura 


simplement 

(9 


( 4o ) 


[«.«■; y] = »'"("> ‘V- 

Quant à la valeur de la résultante [r, J; x,y], elle pourra être déduite de 
l’ime quelconque des formules (8) et (y) du ÿ III. En effet, soient 

p. Ç 

les projections absolues des longueurs r, s sur le plan des deux an(>les («, v), 
(x,y). Soient encore 

/, m , n 

trois loiif'tieurs mesurées à partir du point O, la première sur la droite d’in- 
tersection des deux an(^les (r, i), («,o); la seconde sur une perpendicu- 
laire menée à cette droite, dans le plan des deux angles (u,o), (x,y), et 
dirigée dans un sens tel, que le mouvement de rotation de / en m soit de 
respéce du mouvement de rotation de x en la troisième sur une per- 
pendiculaire menée à la droite /, dans le plan de l’angle (r, x), et dirigée 
dans un sens tel, que le mouvement de rotation de l en n soit de l’espece <lii 
mouvement de rotation de l en n. Enfin, soit T une longueur mesurée, à 

partir du poiut O, sur une perpendiculaire au plan de l’angle 'r, j). On aura, 
en vertu de la formule (8) du $ III, 

/\ /N A 

(10) |r, X, y] = (r, 3)sin(p, ;)cos(r, (s)cos(j,;); 

puis, en supposant que, dans le plan des x , jr, les mouvements de rotation 
de X en y et de u en o sont de niéine espèce , on aura encore, en vertu de la 
formule (q) du paragraphe cité, 

(11) [r, j; x,yj = sin(r,j)cos(m,n). 

Cela posé, si l'on substitue dans l'équation (4), avec la valeur de |u, e; x, y j 
tirée de la formule (8), la valeur de fr, x; x,y] tirée de la formule (lo), 
ou, avec la valeur de [u, v, x, y] tirée de la formule (9), la valeur de 
(c, J; X, v) tirée de la formule (i i), on obtiendra l'une des équations 

A \ / A A A 

(12 [r,x; = (r,x, r)(«,e,s)sin(u, v' ' “'p, e) cos (r,p; cos(x,;), 

(1^) [r,x; «,e] = 'in(r,.T)sinfii,p)cos(m,ti). 
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Il est bon d'observer que, si l'on désigne, comme plus haut, par la nota- 
tion [r,j] l'aire du parallélogramme que l'on peut construire sur les cétés r,s 
réduits l'un et l'autre à l'unité, la formule (i3) donnera 

fi4) _ fr, j; u,o] = [r,r][«,u]cos(mrn). 

Ajoutons que, dans la formule (ta), le produit 

sin (pPç) cos(r7p) cos(j7«) 

représentera précisément la projection de la snrface [r, sur le plan de la 
surface [«, u]. Cela posé, les propositions qui se déduiront de la formule (la), 
puis de la formule (i3) ou (i4)< et qui seront analogues aux théorèmes a et 3 
du § III , pourront évidemment s’énoncer dans les termes suivants ; 
Théorème. Étant donnés, dans l'espace, deux angles 

(rfi), {u^v), 

si l'on détermine les quatre cosinus des autres angles 

('C«). ('■r*') . 

que formeront entre eux les côtés des deux angles donnes ^ la résultante 

fr,jj M,u], 

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative suivant que les 
mouvements de rotation de r en s, et de u en v, autour d'une droite perpendi- 
culaire au plan de l’un des angles (r, s), («,v)., s’effectueront dans le même 
sens ou en sens contraires. De plus , si dans les plans des deux ongles 

{r%), («r»’). 

on construit deux parallélogrammes qui aient pour côtés les longueurs r 
et s, ou U et v, réduites chacune à l'unité, la résultante[r, f ; u, (>j aura pour 
valeur numérique le produit de l'aire du premier parallélogramme par la 
projection de l'aire du second sur le plan du premier. 

3* Théorème. Les memes choses étant posées que dans le a'théoième, la 
résultante [r, s; u,v~\ aura encore pour valeur numérique le produit qu'oii 

Ex rt a? Ph. math.. T. IV. S8* ll»r.) 6 


( 4 '> ) 


obtient eu multipliant les aires 

[r, j], [k, e| 

des deux parallélngrammes ci-dessus mentionnés , par le cosinus de l'aiifîle 
•iif;u que les plans de ces deux paralléloj^ramines formeut entre eux. 

Il ne sera pas inutile d’indiquer une forme digne de remarque , sous la- 
quelle on peut présenter la formule (i4)- Concevons que des deux angles 

[nj], 1»^?"] 

ayant pour sommet commun le point O, on élève, à partir de ce point, deux 
perpendiculaires aux plans de ces deux angles, et nommons 

7', fV 

deux longueurs mesui'ées sur les directions de ces perpendiculaires, dans 
des sens déterminés. Eu considérant comme direct le mouvement de rotation 
de X en y autour de la direction z, on aura [voir la formule (8) du $ III | 

cos (m,n) = (r, s, T) cos (T^r). 

D'autre part, si les mouvements de rotation de x en y et de u en o autour de 
da diicction z sont dirigés dans le même sens, comme le suppose la for- 
iiuile (i4), on aura encore 

(«,u,z) = (x,y,z) = I, 

et, par suite, 

/\ /N 

cos (m, n) = (f, J, 7’) (u, O, z) cos 7’,z). 


Enfin, les directions z et fV étant toutes deux, par hypothèse, perpendicu- 
laires au plan de l'angle {«, 1 ») on (x,y), coïncideront ou seront opposées l’une 
à raiitrc; et, par suite, le produit 

(a,v,z)cos(7’,z) 

ne pourra être altéré par la substitution de /fa z, puisque cette siibslilu- 
lion, si elle modifie les deux loiictioiis 

z), cos(7', z', 
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aura pour effet unique de changer le signe de chacun deux. On aura donc 
(24, P, s) COS {■f;z) = (u,s>,w] cos 
et la valeur trouvée de cos(m,«) pourra s’écrire comme il suit ; 

(»5) co»{m,n)=z{r,s, T)[u,v,fV)coi{T^^ 

Or, eu égard à cette dernière formule, l'équation (i4) donnera 

(|6) [riS, u,v] — {r,s,T){u,v,f1'')[r,s\[u,v]coi(T^H'). 

Ajoutons que chacune des formules (la), (i3), (i’4),(i6) comprend évidem- 
ment, comme cas particulier, la formule ( 7 ). 

Si, à partir du sommet de l'angle (r,j) on mesurait, dans une direclimi 
quelconque, une longueur t, alors, en faisant coïncider u avec r, et v avec / , 
on tirenail de la formule (i3) 

(i 7 ) ['•> ■»; I] = sin (r, f) sin (r^t) cos (ra^ti), 

et comme on aurait 

(r,r) = o, cüs(r,r)=i, 

par conséquent, 

[r, j; r, /] = cos(r,t) — cos (r,f) cos(r,t), 
la formule (i 5) donnerait 

( 18 ) cos(r, t) — cos(r,i) cos{r,t) = sin {r,s)iia{r,t} cos{nt^n). 

Mais alors aussi, m,n étant deux longueurs mesurées perpendiculairement 
à r, dans les plans des deux angles {r,t), (r,s), la première du cftté dé t, la 

seconde du côté de x, l'angle plan (r,j) serait la mesure de l'angle dièdre 
adjacent à l'arcte r, dans l'angle solide qui aurait pour arêtes s, t. Donc, 
en nommant a,b,c les trois angles plans 

(■t» 0 » (f, -t), 

et a, S, 7 les angles dièdres opposés à ces angles plans dans l'augle solide 

6 


( 44 ) 

dont il s'agit, on verrait l'équation (i8) se réduire à la foi-mule 

cosn — cos h cos c = sin é sin c cos a, 

que l'on peut considérer comme l'équation fondamentale de la trigonométrie 
sphérique. Ainsi, cette équation fondamentale se trouve comprise, comme 
cas particulier, dans lu formule (|3). 

Considérons à présent , dans l'espace , deux systèmes d'axes dont chacun se 
compose de trois axes indéfiniment prolongés, à partir d'un certain point O, 
dans des directions déterminées. I.c.s longueurs 

r, J, t on «, V, tv, 

mesurées, à partir du point O, dans ces mêmes directions, pourront être 
regardées comme les trois arêtes d’un angle solide, et les cosinus des neuf 
angles plans 

(''Ht), {r?v), {iCw), 
is^u), (ffo), (Sf'w), 

(Cm') 

que formeront les directions r, s, l avec les directions u , t>, tv, seront les fac- 
teurs qui entreront daus la composition des divers termes de la résultante 

[r, J, t-, U, v,ivj = 

cos(/-, u) cos {s, v) cos(t,iv) — cos(r, u) cos(f7tv) cos(Ct') 
cos(r,v) cos;(f,iv) cos(r, «) — cos(r,%) cos(jr«) cos(rPiv) 

-I- cos(r,tv) cos(j, u) cos(r, v) — cos(r,iv) cos (.t,%) cos (r,"«). 

Or cette résultante pourra être présentée sous une forme très-simple, si 
l'une des directions u, v, tv est perpendiculaire à deux des directions r,s,t, 
en sorte qu'on ait, par exemple, 

(r,tv)=-, (j,iv)=-- 

Kn effet, supposons ces conditions remplies; alors on aura 

/S 

CÔS (r, iv) =s O, C 08 «») O , 
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et, par suite, l’équation (ig) donnera 

(»°) < ; U, V, w] = [r, Si u,v\ cos (Cw) ; 

puis, en désignant par 

T, W 

deux longueurs mesurées, i partir dn point O, sur des perpendiculaires aux 
plans des deux angles 

M). («r*:;), ■ 

on tirera delà formule (ao), jointe à léquaiioD(i6), 

(ai) «,e,tv] = (r,f, 7’){u,w,w»)sin(rrf)sin(i/7‘')cos(C'*')cos( T^’\ 

D ailleurs, la direction IV étant, par hypothèse, perpendiculaire, ainsi que T, 
aux directions r et s, se confondra ou avec la direction 7’, on avec la direc- 
tion opposée à T. 

Donc, si dans le produit 

cos (t, iv) cos ( ’flW) 

on échange cnti-c elles les deux lettres w cl T, cet échange laissera intacte 
la valeur de ce produit, dont les deux facteurs ne pourront subir d'autre 
modification qu’un rhangcnicnt de signe opéré simultanément dans l'un et 
dans l’autre. On a donc 

cos (t , (v) cos ( = cos(t?r} cos(u-,'V), 

et, par suite. In formule (ai) pourra s’écrire comme il suit : 

( aa) [r, s, t ; n , P, iv) = (r, s, T) (m, v, W )sin(r,r)sin (t/7‘')cos(t,‘^7')co.s:iv,V ). 

Supposons maintenant, pour plus de commodité, la longiieor T située, 
par rapport au plan de l’angle (r,s), du même côté que la longueur t, et la 

longueur fV située, par rapport au plan de l’angle du même côté 

que la longueur tv. Alors non-sculomcut on aura 

(r, s, T) = (r, s, t), (u, p,^) = («, u, tv); 

mais de plus, en désignant, comme on l’a déjà fait, par [r,j, t] la valeur du 


( 46 ) 

piiiallcli|>i|H-de qui aurait pour arêtes les lotifpieurs r,j,f réduites chacune à 
l’uiiité, oti aura, en vertu de la formule (ai) du $ III , 

[r, f, / ] = sin (r, j) cos {t, T), [u, i>, iv] = sin(u, u) cos (t», fV). 

Donc la foriiiiile (au) donnera 

(a 3) [r,s,t ' U, V, iv) = (r, r, / ) (« , u, lo) [r, t ] [« , o, tv]. 

On doit observer qn’en vertu de la formule (5) du § I", jointe à la for- 
mule (6) du § Il , l'équation (a3) ée sera point altérée, si l'on y échange sé- 
parément ou simultanément, d’une part, r avec r ou d’autre part^ tv avec u 
OH i>. Donc l’équation (a3) se vérifiera, non-seulement quand w sera perpen- 
diculaire à r et f, mais encore quand l’une quelconque des trois directions 

I 

U, V, iV 

sera perpendiculaire à deux quelconques des trois directions 

r, s, t. 

Il y a plus ; on peut affirmer qu’elle subsistera généralement, quelles que 
soient les directions 

r,s,t, u,v,w. 

C’est, du moins, ce que l’on démontrera sans peine, en opérant comme il 
suit. 

Rapportons la position d’un point quelconque, dans l’espace, à trois axes 
rectangulaires des x, j’, z qui passent par l’origine commune O des six 
longueurs 

r,s,t, u,v,w, 

et nommons 

X, y, ï ’ 

trois autres longueurs mesurées, à partir du point O, sur ces trois axes 
indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives. Chacun des neuf 
cosinus renfermés dans le tableau 

^ /V 

COS (r, u ) , cos (r, p) , cos (r, tv), 

/\ /N A 

cos {Sf u ) , cos (f, i»;, cos (f, w), 

cos(f^w), cos(/,p), cos(£,iv), 
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•>ei'a déterminé par une équation de la forme 


(a4) eos (r,u) = cos(r, ;t)cos(u,x ) ■+■ cos(r,y) co,s(M,y) -i- cos(r,a)co!>(i, *); 


et, conséquemment, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il siifKra 
d'ajouter entre eux les trois termes renfermés dans une meme li(<ne 
horizontale du tableau 


/\ /\ /\ 

cos(r,x), cos(r,y), cosr,*), 

^ 

cos(.r, x), cos(x,y), cos(j, 2), 

/\ A /s 

cos(/,x), eos(/,y), cos(t,z), 


apres les avoir respectivement multipliés par les termes correspondants de 
Tune des lignes horizontales do tableau 

A A A , 

eos(n,x), • cos(u,y), cos(u,z), 

/\ /\ /\ 
cos(p, x), cos(v, y), cos(»', z), 

/\ ZV /\ 

cos(iv,x), cos(tv,y), cos{iv,z). 

Cela posé, en ayant égard an théorème général sur les produits des résul- 
tantes [vo/r le deuxième volume, page 167), et en appliquant ce théorème 
aux neuf équations semblables entre elles qui seront de la forme «le ^(■(Jua- 
tion (a4). trouvera 

(aâ) u,v,w\ = \r,s,t\ x, y, z) [u , e, 10 : x,y, z|. 

< )r, à l’aide de l'équation (a5 ), que l’on peut aussi présenter sous la tornie 


(a6) 


(r,î,t; 


*.y. *) = 


[f, J, Z; U, e, 
[u,e, ivj s, jr, i]’ 


on étendra facilement la formule (a3) à tous les cas possibles. Kii effet , on 
pourra d'abord, en particularisant les directions tr, e, iv, tirer de l'eqiia- 
tion (a6) la valeur de [r, s,f, x, y, zj. Si , pour fixer les idées, ou suppose la 
direction «v perpendiculaire aux deux directions r, r, et la direction v 
peipendiculaire aux deux dirretions x, y, on tirera de la formule (a3). déjà 
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démontrée dans le cas où w eSt perpendiculaire à ret à 

(/•, J, <; «,i>, w] = {r,s, <)(«, w,tv)[r, «] [«, v, tv); 
et, eu éj'ard aux conditions 

{x,y,z) = i, |x,y, z]=i, 

on trouvera de même, puisque v est supposé perpendiculaire à x et à y, 
[u,v,w, X , y, z] = (u, U, iv) [« , V, w]; 
puis, en substiliiaut les valeurs ici trouvées de 

u,v,w], [u,v,tv; x,y,z] 

dans le second membre de la formule (u6), on obtiendra l'équation 

(37) [r, x,y,z]=z{r,j,r)[r,j,t], 

que l'on pourrait, au reste, comme on l’a vu dans le § III, établir directe- 
ment. Knfin, si l’on substitue, dans le second membre de l’équation (a5), la 
valeur précédente de [r,j, t ; x,y, z], et la valeur semblable de \u,v,w, x, y,z], 
qui sera encore donnée par la formule 

[u, v,iv; x,y,z]={tt,v,w)[«,v,tv|, 

quelle que soit la direction attribnée à t>, on sera immédiatement ramené a 
l'équation (a3), qui sera ainsi démontrée, quelles que soient les directions 

r,s,f, u,v,w. 

Il est bon d'observer que le produit 

(r,r, f){«,e, iv), 

reufernié dans le second membre de la formule (a3), se réduit à -t - 1 ou à — 1 , 
selon que les mouvements de rotation de r en s autour de t, et de u eu v 
autour de te, s'effectuent dans le même sens ou en sens contraires, (Juaiit aux 
facteurs 

[r, s, /][«, V, H’I, 

ils représentent piécisément les valeurs des deux parallélipipedes que l’on 
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peut coDStrnire, d'uue part, sur les trois arêtes 

r, s, t , 

d'autre part, sur les trois arêtes ï 

U, V, tv, 


eu supposant chacune de ces six arêtes réduites à l'unité. 

Cela posé, la formule (s3) entrainera évidemment la proposition suivante: 
4‘ Théorème. Étant donnés dans l'espace deux angles solides qui offrent 
le même sommet O, et qui ont pour arêtes, le premier les longueurs 

r, s, t, 

le second les longueurs 

U, e, w, 

si l'on détermine les cosinus des neuf angles 


que formeront les arêtes 
avec les arêtes 
la résultante 


(r,'^«), (rCf), (rCw), 

/\ A 

(Cv), («rw), 


r, J, t 
U, V, tv, 

U, V, IV ), 


construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou négative, suivant que les 
mouvements de rotation de r en r autour de t, et de u en v autour de tv, 
s'effectueront dans le même sens on en sens contraires; et cette résultante 
aura pour valeur numérique le produit des valeurs des deux parallélipipèdes 
que l'on peut former, d'une part, sur les arêtes d'autre part , sur les 

arêtes M, v, tv, en supposant chacune de ces six arêtes réduites à l'unité. 

Si les arêtes 

U, V, IV 


du second angle solide se réduisent à des longueurs 


R, S, T 


El. a’SK el ir » mmlk., T. IV. (SS* Un.) 
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niRMirées sur des perpendiculaires aux trois faces du premier, c'est-à-dire, 
en d'autres termes, sur des perpendiculaires aux plans des trois angles 

^0- i^^)' 

les cosinus des neuf anjjles formés par les arêtes du premier angle solide avec 
les arêtes du second seront les divers termes du tableau 

/V 

cos(r, «), Oy O, 

r\ 

o, cos (a, 5), O, 

O, O, cos(<,7’), 

et, par suite, la résultante 

[r, f,/; B, S, T'I 
sera réduite à son premier terme 

cos (r, R) cos (r,^) cos (/ , T^- 
Donc alors la formule (a3) donnera 

(a8) cos(r,/?) cos(#,5), cos(/, T) = (r,s,t) {R,S , T) [r,f,t || B, S, 

Si, pour plus de commodité, on suppose les trois longueurs 

R, S, T 

dirigées de manière à former, avec les longueurs correspondantes 

r, s, l, 

trois angles aigus 

{rCR), (Cs), {t?T), 

ou, en d'autres termes, si les longueurs 

R, S, T 

SC mesurent à partir de l’origine commune des longueurs 

r, r, l, 

la première du même côté que r par rapport au plan de l'angle (apt)» ** 
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lecoude du même c6té que s par rapport au plan de l’angle (<,r), la troi- 
sième du même c6té que t par rapport au plan de l’angle {r,s . alors. 

(r,r,0, [R, S, T) 

étant deux quantités de même signe, on aura 

(r, J, f) {R, S, T) = I, 
et l'équation (a8), réduite à la forme 
(aq) cos(r7/{)cos(/,5)cos(try’)=l^«, 

coïncidera précisémeut avec la formule(i 7) de la pagc3a3du troisième volume. 

En terminant ce paragraphe , lions remarquerons qu’en vertu des théo- 
rèmes I, a et 3, la valeur de la résultante 

[r, s; u,nj 

dépend uniquement des deux angles (r,ri, (u, e), de l inclinalson mutuelle 
de leurs plans, et du sens suivant lequel s'effectue, dans chacun de ces plans, 
le mouvement de rotation de r en s, ou de u en i>. Pareillement, il suit du 
4' théorème, (|ue la valeur de la résultante 

fr, r, t; «,t',iv] 

dépend uniquement des formes des deux angles solides qui ont pour arêtes, 
d’une part, les trois lougueui-s r, s, t; d’autre part, les trois Inngtieurs u,v,\v, 
et du sens suivant lequel s’effectue chacun des mouvements de rotation de r 
en s autour de t, et de u eu e autour de w. En conséquence , on peut énoncer 
la proposition suivante : 

5' Théorème. I^’s longueurs 

r, r, t; «, u, iv 

étant mesurées à partir d’une même origine O , dans des directions qiieleou- 
ques, on n’altérera point la valeur de la résultante 

[r,j; «,!>] 

» 

en faisant tourner autour du point O chacun des angles 

[«r*’]. 

7 - 
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supposé (i'ailleiirs invariable dans le plan qui le renferme, ni la valeur de la 
résultante 

[f, s,f, U, c, H’I, 

en faisant tourner autour du point O, sans les déformer, les deux angles 
solides qui ont pour arêtes, d’une part, les longueurs r s, I, et, d’autre part, 
les longueurs ir, v, tv. 

^ V. — Sur tfs résultantes formées m*ce les coordonnées rectangulaires ou obliques de deux ou 

trois points. 

Supi losons la position d'un point quelconque 1’ rapportée dans l'espace à 
trois axes coordonnés des et nonmions 

X. y> * 

trois longueurs mesurées, à partir de l’origine O des coordonnées, sur ces demi- 
axe- , indéfiniment prolongés dans lésons des coordonnées positives. Soit , d’ail- 
leurs, r la distance de l'origine au point P, dont les coordonuées sont jc, 
y, Z. Si ces coordonnées sc rapportent à des axes rectangulaires, elles se- 
ront précisément les projections algébriques et orthogonales dti rayon r sur 
le.s directions x, y, z. Elles seront donc liées à r [voir le troisième volume, 
page i44] parles formules 

/s /s /N 

X = r cos (r, x) , = rcos(r, y), z =: rcos (r, Zi. 

Soient maintenant 

r, s, t 

trois rayons vecteurs menés de l’origine O à trois points divers P, 1”, I’ ; et, 
pour mieux reconnaiire les coordonnées de chacun de ces points, désignons- 
les à l'aide de la lettre r, ou r, ou t , placée comme indice au bas de la lettre j: , 
r, ou z, eu sorte qiicÆ,,^,, r, désignent spécialement les trois coordonnées 
de l’extrémité du ravun r. Les extrémités des trois rayons 

r, . 1 , t 

auront pour coordonnées les neuf quantités 

^ ri 

(0 ’X*#, Jfn 3# J 

^ X,. JTn 3 |. 
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respectivemf^nt équivalentes aux neuf pi\>diiits 

( A A A 

r cos (r, x) , r cos {r, y) , r cos {/*, x) ; 

A A A 

S cos (j, x), J cos(j, y), s cos (j, x); 

A A A 

/ cos(/,x), /cos(i,y), t co^{t,x). 

D dilleui's, ces produits se réduiront aux cosiuus 

! a a a 

cos(r,x), cos(r,y), cos(r,z), 

A A A 

ctyils,\), oo»{j,y), co»(j,st), 

^ y\ 

cos(*,x), eos(/,y), eos(<,z), 

ti lc>s loD|jui‘Ui'S 


se réJiiist'UI luutes à l'iinilé. Donc alors la résultante à deux diiiieiisions 

(4) 

formée avec celles des coordonnées de P et de P', tiui se inesmeut sur les 
axes des x et jr, et la résultante à trois dimensions 


i5) — .x,7,î, + x,y,Zr — x.y,z, + x,y. z, - x,y,z,, 

formée avec les neuf coordoimées des trois |ioinls P, P', P', se irduironl 
aux deux résultantes i|ue, dans les paraf^raphes précédents, nous avons re- 
présentées par les notations 

['•.■f; yj. I '. h >, *. y, z|- 

M •lis, si du cas particulier on Ion suppose les trois longueurs /•, a, t réduites 
à l'unité, on vent revenir au cas général où ces longueurs offrent des valeurs 
i|nelconques, il snlHra de substituer le tableau (3) an tableau a); il sufHra 
donc de faire varier chaque terme de la résultante (^^) on (5), et, par con- 
séquent, cpttc résultante elle-même, dans un rapport équivalent an pro- 
duit rs on rst. Un aura donc, dans le cas général, 

(6, Xry,- x,y^= rs\r,s-, x,y\. 


et 

(7) I 


— x,y,z, -t- x,y, z, 
rst[r,s,t, x,y,x]. 


r 
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Il ne reste plus qu'à subslituer, dans ees dernières formules, les valeurs de 
(r, s; ’(,y] et de [r, J, <; x,y, zj obtenues dans le III. 

Supposons d'abord les deux points P, P' situés dans le plan des x,j. 
Alors, de l'équation (6), jointe à la formule (3) du § III, on tirera 

(lit x,jr, — x,jr^ = (r,s)rs[r,s]. 

IVailleni's, eomme on l'a vu (§ 1), le produit 

" rf[c, r] 

représente précisément faire du parallélogramme qui a pour côté.s les rayons 
veeteiirs r, s. Dont- la formule (8) entraînera le théorème suivant ; 

i" l'hcorcnie. Kes positions des divers points d’un plan étant rapportées à 
deux axes rectaiifjulaires de x et jr, si l'on désigne par r, s les rayons vec- 
teurs menés de l'origine O des coordonnées à deux points quelconques d'un 
plan, et par 

Tr. 

•r., J, 

les quatre coordonnées dç ces deux fioinls, la résultante 
Xr-X, — x,jr, 

formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative, suivant que 
le mouveinent de rotation de r en j sera direct ou rétrograde, et cette ré- 
sultante aura pour valeur numérique l'aire du parallélogramme construit snr 
les rayons vecteurs r, s. 

Supposons maintenant les points P, P' situés hors du plan des .r, jr. Alors, 
en désignant par p, ç les projections absolues des longueurs r,s sur le plan 
des X, jr, on anra 

/s /S 

P = rcos(r, jj), s = J cos(f,{), 

et I on tirera de l'équation (6), jointe à la formule (6} du § III, 

/s A Z, 

X, — X, 7 , = I (S , î) rf cüs (r, p) cos (j, ç) sin {p,ç); 
par coi «équeul . 

(9) - X, J, = (p,ç)p5sin(p7s). 

lie pins, comme en désignant toujours par z une longueur mesurée à partir 
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lie r 'origine sur le demi-axe des : positivi’s, supposé perpendiciilaii'e au plan 
des X , y, on aura [voir la formule (7) du § III ] 

( P > Ç ) ^ O'i ^ J ï 

l'équation (9) pourra s’écrire comme il suit : 
f I o) Xry, — x,yr = {r,s, z) js; siii ( « , ^). 

U'aillciirs, en nommant 

l, in, n 

trois longueurs raesurt'-es à partir de l’origine O, la première sur la droite 
d'intersection du plan OPP’ et du plan des x, y, les deux dernières sui- 
des perpendiculaires élevées à ces mêmes droites dans ces mêmes plans, et, 
en supposant ces perpendiculaires dirigées chacune dans un sens tel que le 
mouvement de rotation de l en m soit de l’espèce du mouvement de rota- 
tion de X en y , et le mouvement de rotation de / en m de l'espèce du mou- 
vement de rotation de f eu n, on tirera de réqiiation (G), jointe à la for- 
mule (to) du fj III, 

(il) J , y, — X, jr,= rs (r, r| cos (m, «). 

Kntin, si l'on nomme 

T 

une longueur mesurée à partir de l’origine O sur une perpendiculaire au 
plan de l’angle on aura, eu vertu de l'équation (1 1) du |illl, 

eos (m , n) = (r, r, Z" ) cos ( 7 ^z) ; 

et, par suite, la foiimilc (1 1) pourra s’écriro comme il suit 

(ta) X, jr,-~x,j, = {r,s,T) rs (r. ,t j cos ( 7 ^z). 

Or les formules (lo: et (la) entrameiont évidemment les propositions 
suivantes : 

a' Théorème. La position d'un point dans respaee étant rapportée à trois 
axes rectangulaires îles x, jr, z, si l'on désigne par • 


r,s 

les rayons vecteurs menés de l'origine O des coordonnées a deux points 
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quelconques P, P', el par 

•ï r, Jr, 

X» y, 

celles fies coordonnées de ces deux points qui sont mesurées sur les axes des x 
I l Y, la l'ésultante 

Xry, — x,j„ 

formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou né{;ative suivant que 
le mouvement de rotation de r en J autour du demi-axe des z positives sera 
direct ou rétrograde; et cette résultante aura pour valeur numérique l’aire 
du parallélogramme construit dans le plan des sur les projections des 
rayons vecteurs r et J. 

3' Théorèmt'. Les mêmes choses étant posées <pie dans le a' théorème , la 
résultante 

Xrfi—X.Jr 

aura encore pour valeur numérique le produit que l’on obtient en multi- 
pliant faire du parallélogramme construit sur les rayons vecteurs r,s , par le 

cosimi' de l’angle aigu qui mesure l'inclinaison du plan de l’angle (r, s) sur h; 
plan des x, j'. 

iVotn. Les valeurs numériques que les a' el 3' théorèmes assignent à la 
valeur numérique de la résultante x,jr, — x, devant être égales entre 
elles, il suit de ces théorèmes que I inclinaison mutuelle du plan de 
l'angle [r,s) et du plan des x, olfre uu cosinus équivalent au rapport qui 
existe entre les aires des deux parallélogrammes, ou même des deux trian- 
gles, dont les céttés sont, d'une part, les deux rayons vectenrs r,s, et, 
d'antre part, les projections p , g de ces rayons sur le plan d«» x, y. On se 
trouve ainsi ramené de nouveau à la prupusilion énoncée vers la fin du J I. 

Passons maintenant à l'équation ( 7 ). On tirera de cette équation, jointe à la 
foruiule (ao) du § lll, 

, ( X, j,z, - x,^,z, -f- X, j,z, - x,/,z, + x,jf,z, - x,7,z, 

' I = (r, J,/) rsf [r,j, /]. 

n ailleurs, comme ou l’a vu dans le § I, le produit 

rst [c,i,r] 

représente préeisénient le volume du parailélipipéde qui a pour côtés r,s,t. 
Uune la formule (i3) entraîne la proposition suivante ; 


r 
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4' Théolime. position d'un point dans l’espace étant rapportée à trois 
axes rectangulaires des x, jr,%, si l'on désigne par 

r, s, t 

les rayons vecteurs menés de l’origine des coordonnées à trois points quel- 
conques P, P', P', et par 

Xr, 

J-,, ZiJ 

•r,, Jt! 2f 

les neuf coordonnées de ces trois points , la résultante 


X,jr,z, — XrJ,Z, -h X,jr,z, — X,jr,Z,+ X,J~,Z, — X,jr,Z,, 

formée avec ces coordonnées, sera positive ou négative suivant que le 
mouvement de rotation de r en r autour de t sera direct ou rétrograde, et 
cette résultante aura pour valeur numérique l’aire du parallélipipéde con- 
struit sur les rayons vecteurs r, s, t. 

Les divers i-ésultats que nous venons d'obtenir étaient déjà connus. Mais 
l'adoption de signes propres à indiquer le sens des mouvements de rotation, 
et l'introduction de ces signes dans le calcul , ont donné aux formules une 
clarté, une précision nouvelles, et fait disparaître les doubles signes dont la 
détermination dépendait de certaines conditions que l’on était obligé de 
mentionner dans le discours et d'énoncer à part. 

Concevons, à présent, que les axes coordonnés des x, j', z, cessant d’élre 
rectangulaires, se coupent sous des augles quelconques, et nommons 

X, Y, Z 

trois longueurs mesurées à partir de l’origine O des coordonnées, sur trois 
droites respectivement perpendiculaires aux trois plaus des jr, z, des z, x 
et des X , jr. Alors les coordonnées x , z d'un point quelconque P se 
trouveront liées au rayon vecteur r, mené de l'origine à ce point [uof’r le troi- 
sième volume, page 143 ], par les formules 

. , cos (r, XI cosrr, V] coft(r,Z) 

(i4; x=r -4^, j = s=r— 

cos(x,X) cos(]r. Y) co*(i,Z) 

t>i d'ailleurs ou représente, comme oous l'avons fait ci-dessns, par 

r, s, t 

Ci. axs. « df Fk. .luiS., T. IV. ;38* Un.) d 
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trois rayons vecteurs menés de l'origine O à trois points divers P, P', l*" ; et 
si , pour mieux reconnaître les coordonnées de ces points , ou les désigne 
encore à l’aide de la lettre r, ou s, ou t, placée comme indice au bas de la 
lettre x, ou ou z, les extrémités des trois rayons 

r, s, t 

.auront toujours pour coordonnées les neuf quantitiis 

î 

J., 2.; 

J'it 2f 


Mais ces neuf quantités , au lieu d’étre respectivement équivalentes aux 
termes du tableau (a), se trouveront représentées par les neuf produits 


(i5) 


COS ( r, X ) 

f-COs(rrT) 

_co» (r, Z) 

r^v 

cos(x,X) 

cos(jCy) 

* "■"■■■ ^ 

COS (z, 7>) 

cos {/ , X ) 

,coj(r'^Y) 

^CQS [Sf Z) 

cos (x, X) 

S » 

cos (y. Y) 

cos(z, Z) 

cos (/, X) 

^c<a\Cy) 

^cos(fpZ) 

cos(x, X)’ 

cos(y'^r) 

cos(z, Z) 


Cela posé, cherchons d'abord la valeur do la résultante 


— X.JTr, 

composée avec les quatre quantités 


(i6) 


I a:,, x,i 

I Xr, r. i 


ou, ce qui revient au même, avec les quatre termes du tableau 


in) 


cosfr, X) 

r ~ • 

cos(x,X) 
^ cos(r, X) 
coi(xC’X) 


/\ 

^ cosfr, X) , 
cosfy'^) 
^ cos(t,'\) 
cosfyfr) 
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Oliaom des deux produits 

que renferme cette résultante, proviendra de la multiplication de deux termes 
pris à la fois dans les deux colonnes horizoulales et dans les deux colonnes 
verticales du tableau (i6 ) ou (17). Mais, d'une part, deux termes situés dans 
une même colonne horizontale du tableau (17) offrent un facteur commun,, 
savoir, le facteur r pour la première colonne horizontale, le facteur s pour la 
seconde -, et, d’autre part , deux ternies situés dans une même colonne verticale 

du tableau (17) offrent un diviseur commun, savoir, le diviseur cos(x,X) 

pour la première colonne verticale, et le diviseur cos(y^) pour la se- 
conde. Uonc les valeurs qu’on obtiendra pour les deux produits 

XrJ'., x.jr„ 

en substituant le tableau ( 1 7) au tableau (16), auront pour facteur commun le 

produit rs, pour diviseur commun le produit cos (x,X) cos(y,Y)i et, pour 
obtenir la valeur de la résultante 


- X.JTr, 

il suffira de multiplier la résultante formée avec les quatre termes du tableau 

cos (r^ ) , cos (^Y ) , 
cos(z,X), cos(j. Y), 
c’est-à-dire Texpression 

par le rapport 


(.8) 


[r,r; X,Y] 


on aura donc 
(' 9 ) x,j,-x,jr,= 


^ » 
co*(x,X) 005 (y, T) 


co5(x,X)co5(t,T) 

Pareillement, pour obtenir la valeur de la résultante 


[r,si X,Y], 


XrJ.il — XrJ.Z, -h X,J,Zr — X.JrZ, -t- X,Jr*, — X,J,Zr, 

8 . 
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il suffira de multiplier la résultante formée avec les divers termes du tableau 

I cos (nx) , cos ('Cy). C08 (K^); 
cos(i, X), cos(j, Y), cos(j^); 

/\ /S /N 

cos(f,X), cos(^,Y), cos(f,Z); 
c’e«t-à-dire l'expression 

I^i ^ » Y, X] 

par le rapport 


> ( X , X ) CO» ( yfr ) CO» ) 


on aura donc encore 


(ai) 


Xrf,Z, X, J,I, — X,jr, Z, + X, J,Z, - X,^,Z, 


co8(x,X)cos(y,T)coa(t, Z) 


[r,s,f, X.Y.Z], 


Ce n'cst pas tout. Comme X sera perpendiculaire àyctz, Yàzetx,/àx 
et y, les cosinus des neuf angles 

(x?X), (x?Y). (x?Z), 

(y?X), (y?Y), (yCz), 

(z7x), (z7y), (z?Z) 

s évanouiront tous, à l'exception de 

/\ /V ^ 

cos(x,X), cos(y,Y), cos(z,Z). 

Donc, par suite, chacune des résultantes 

[x,y; X,Yj, [x,y,z; \,y,Zj 
se réduira simplement à son premier terme, en sorte qu'on aura 

[*iy; X,Y) = co5(x7x) cus(y,Y), 

[x,y,zî X,Y,Z] = cos(x7x)cos(y7Y)cos(z7z), 
et les formules ( 19 ), (ai) pourront s'écrire comme il suit : 


(a a) 
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*1 - Xrjr.l:. + X,y,ir ~ X,J,Z, ■+■ X.f,Z, - X,J.Z, 
_ lr,.,r, X.Y.Z] 

-[x,y,«; X.Y.Z] 


Il lie reste plus qu'à substituer, dans ces dernières formules, les valeurs des. 
résultantes comprises dans les seconds membres. 

Or supposons, en premier lieu, les deux points P, V situés daus le plan 
des x,jr. Alors l'équation {7) du § IV, jointe à la formule (x, y ] = 1, donnera 

[r.j; X,Y]=e(r,^)(X,Y)[r,s](X,YJ, 

(x,y;X,Y]= (X, Y) [x,y] [X , Y J. 


On aura donc 


[ r,r; X. Y) 
|x,y; X,Y] 


= ('•s 


(*.y) 


Donc alors l'équation (aa) donnera 

(a4) ^rj. -X,JTr = {r,S, - , 

et l’on pourra énoncer le théorème suivant : 

5 ' Théorème. Les positions des divers points d’un plan étant rapportées 
à deux axes rectangulaires ou obliques des x et j, si l’on désigne par x et y 
deux longueurs mesurées, à partir de l'origine O des coordonnées , sur ces 
axes prolongés du côté des coordonnées positives, par 


r. 


s 


les rayons vecteurs menés de la même origine à deux points I* , P' du plan 
donné, et par 


■Tr. J,, 


X, 


les quatre coordonnées de ces deux points, la résultante 

XrX> — ^>Xr< 

formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que 
le mouvement de rotation de r et r sera direct ou rétrograde ; et cette résul- 
tante aura pour valeur numérique le rapport qui existe entre l’aire du 
parallélogramme constixiit sur les c6tés r, s, et l'aire du losange que l ou 
peut construire sur les côtés x , y, réduits l'un et l’autre à l'unité. 
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Supposons, mainteoant , les points P, P' situés hors des plans des x, j. 
Alors, en nommant Z* une longueur mesurée, à partir de l'origine O, sur 
une perpendiculaire au plan de l'angle (r,j), et remplaçant «, v, /F'parX, Y,z 
dans l'équation (i6) du § IV, on tirera de cette équation 

[r.s; X,Y] = (r,r, 7’) (X, Y, z) [r, s] [X, Y] cos ( zCz) ; 
puis, en remplaçant r,s,T par x, y, Z, on trouvera 

(x , y ; X , Y ) = (X, y , Z) (X , Y, Z) y ] [ X , Y ] cos (Z,"z). 


On aura donc, par suite, 

[r.fj X, Y] _ (r, s, T) [r, i] 

(x,y;X,Y] (* . ?. Z) t*.y] cos(zC't)’ 

et l'équation (aa) donnera 

(a5) — 

Si, pour plus de commodité, on suppose la longueur Z mesurée du même 
côté que la longueur z, c’est-à-dire du cété des z positives, le cosinus de 
raiigle(Z,z) offrira une valeur positive, égale au sinus de l'inclinaison de 
l'axe des z sur le plan des x , jr\ et , comme on aura 

(x.y, i^) = (x.y.*)= I. 


( r, >, T) cos ( 

(x,y,Z) ïx,y] 


on trouvera simplement 

(a6) — X. 7 , 


Vt s, / ; r /\ • 

i * yj cos(Z,z) 


Enfin, si la longueur T est mesurée elle-même du côté des z positives, 
l angle ( T, z) sera l’angle aigu qui mesurera l'inclinaison du plan de 
l'angle (r,s) sur le plan des x, et, comme alors on aura 


(r,^, T) = (r, s, z). 


la formule (a6) pourra être réduite à l'équation 


la?) 


X, J, - x,jr. 


{r,s, z) 


«[/•, #] COS 

t**y] «s (Z?.)’ 


de laquelle ou déduira immédiatement la proposition suivante 
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6' 'Théorème. La position d'un point dans l'espace étant rapportée à trois 
axes rectan(;ulaires ou obliques des x, jf, z, si l'on désigne par \ , y, z trois 
longueurs mesurées à partir de l'origine O des coordonnées, sur ces axes, 
indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives, puis par 

r, s 

les rayons vecteurs menés de la même origine à deux points quelconques P, P', 
et par 

^11 y 

celles des coordonnées de ces deux points qui sont mesurées sur les axes des x 
et J, la résultante 

XrJ, - x,jr, 

formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que 
le mouvement de rotation de r en s autour de la direction z sera direct ou 
rétrogradej et cette résultante aura pour valeur numérique le produit de 
deux facteurs respectivement égaux , le premier au rapport qui existe entre 
I aire du parallélogramme construit sur les côtés r, s, et l’aire du losange 
que l’on peut construire sur les côtés x , y, réduits à l’unité; le second au rap- 
port qui existe entre le cosinus de llnclinaison du plan de l’angle (r,r) sur 
le plan des x , et le sinus de l'inclinaison de l’axe des z sur le même 
plan. 

Considérons, enfin, trois points P, P', P' situés dans l'e«pace, aux extré- 
mités des rayons vecteurs r,s,t, et supposons la position de chaque point 
rapportée k trois axes rectangulaires ou obliques des x, jr, z. La résultante , 
formée avec les neuf coordonnées des trois points P, P', P', sera déterminée 
par la formule (a3). D'ailleurs, l'équation (a3) du § IV, jointe à la formide 
(x, y, z) = I, donnera 

[r. J, r; X , Y, Z] = (r, r, t) (X , Y, Z) [r, s, /] [X , Y, ZJ 
[x,y,z; X, Y,Z]= (X, Y,Z)fx,y,zl[X,Y,Z). 


On aura donc 


X,Y,Z] 
X. Y,Zj 


(r,f,t) 




Donc l'éqnation (a3) donnera 

[* . y. «1 ’ 

et l'on pourra énoncer le théorème suivant ; 


(î8) — X, — — x,/,s, =(r,i,f) 



( 64) 

■f Thénrème. La position d’un point dans l’espace étant rapportée à trois 
axes rectangulaires ou obliques des x, j', z, si l’on désigne par 

X, y. ï 

trois longueurs mesurées, à partir de l’origine O des coordonnées, sur ces 
trois axes indéfiniment prolongés du côté des x, y., z positives, puis par 

r, s, t 

les rayons vecteurs menés de l’urigiue à trois points quelconques, et par 

Jr. 

Xtl */ 

les neuf coordonnées de ces trois points, la résultante 

XrJ.Z, - Xry,Z, •+• X , f, — X , J, Z, -+- X , Z, — X.JT.Zr , 

formée avec ces neuf coordonnées, sera positive ou négative suivant que le 
mouvement de rotation de r et s autour de t sera direct ou rétrograde ; et 
cette résultante aura pour valeur numérique le rapport qui existe entre le 
volume du parallélipipède construit sur les arêtes r,s, t, et le volume du 
parallélipipéde que l’on peut construire sur les arêtes x , y, z, réduites chacune 
à l’iinilé. 

Il est bon d’observer que les théorèmes 5, 6 et 7, relatifs à des coordon- 
nées obliques, peuvent être immédiatement déduits des théorèmes 1, a, 
3, 4i relatifs à des coordonnées rectangulaires. En effet, les trois équations 
qui servent à transformer des cuordoiinécs obliques en coordonnées rectan- 
gulaires, étant du premier degré, il suit du théorème sur les produits de 
résultantes, déjà mentionné, que la résultante formée avec les coordonnées 
de trois points choisis arbitrairement dans l’espace obtiendra successive- 
ment deux valeui-s qui seront entre elles dans un rapport constant, c’est-à- 
dire indépendant d<s positions de ces mêmes points, si, l’origine des coor- 
données restant immobile, on rapporte la position d'un point quelconque, 
d'abord à des coordonnées rectangulaires, puis à des coordonnées obliques. 
Ajoutons que ce principe ne cessera pas d’etre exact, si, en faisant abstrac- 
tion des coordonnées parallèles à l’un des axes, par exemple à l'axe des z, 
on considère la résultante formée , non plus avec les neuf coordonnées de trois 
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points choisis arbitrairement dans l'espace, mais avec les quatre coordon- 
nées de deux points, pourvu qu’eu passant des coordomiées obliques aux 
coordonnées rectangulaires, ou iie déplace pas l’axe des z. En effet, il suit 
de la formule (i3), de la page i44 du troisième volume, que dans le cas où 
l'on passe d’un premier système de coordonnées rectilignes à un second 
système, sans déplacer l’uii des axes, les coordonnées mesurées parallèlement 
aux deux autres axes entrent seules dans deux des équations linéaires à l'aide 
desquelles la transformation s’effectue; et l’on peut appliquer séparément 
aux quatre coordonnées que ccts deux équations servent à transformer, le 
théorème sur les produits de résultantes. 

Cela posé, le rapport 


(»9) 




qui, eu vertu de la formule (8), se réduit à l’unité, pour deux points situés 
dans le plan des coordonnées x et jr, quand ces coordonnées sont rectan- 
gulaires, pourra différer de runilé, mais devra obtenir une valeur con- 
stante, c'est-à-dire une valeur indépendante des directions attribuées dans 
le plan donné aux rayons vecteurs r et s, si les coordonnées deviennent 
obliques. Or, si l'on fait comcider en direction r et s avec des longueurs x 
et y, mesurées à partir de l'origine sur les demi-axes des ar et ^ positives, ou 
aura ' 

^r = r, Jr = »y 
X, = O, J, = s, 

(r,s) = (x,y)= 1 , [r,j] = [x,y). 


Donc alors le rapport (aq) se trouvera réduit à • 


et le principe énoncé fournira, pour des cooraonnées obliques, l'équation 
générale 


(3o) 


[X,7Ÿ 


qui s'accorde, comme on devait s*y attendre, «ivec la formule (a4)- 

Pareillement, si, les directions r, s notant plus renfermées dans le plan 
des X, J", ou nomme 

Z , Z, T* 

£*. ft 4r T Vl.(58*’ Utt.) 9 
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trois loii(;ueurs mesurées, a partir de l'origine, la première sur un axe desî, 
perpendiculaire ou même oblique au plan des x, y, les deux dernières 

sur des perpendiculaires au plan des x, j et au plan de l'angle (r,s), le 
rapport 


^ = — 7T-’ 

{r,t, T)n\r,s\rot(T, «) 

qui, en vertu de In forinnic (la), se réduisait à l'unité, quand les coordon- 
nées étaient rectangulaires, pourra différer de l'unité, mais devra obtenir 
une valeur constante, c'est-à-dire une valeur indépendante des directions 
attribuées aux rayons vecteurs r et s. Or, si l'on fait coïncider, en direction , 
rct f avec les longueurs x, y mesurées, à partir de l’origine, sur les deux axes 
des X et positives, on pourra supposer que T coïncide lui-même avec ’L , 
et l'on aura 

= r, y = O, 

= «, Ji = ■*. 

Xrjr, — x,y— rs, 

(r, s, T) = (r, 1 -, Z) , [r, j] = (x, y) , ( T^z) = ('/.%). 


Donc alors le rapport (aq) se i rouvera réduit à 

1 

(r»,Z)[x,y)cos{zr*) 


et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l'équatiou 
générale 


(3a) 


— ■x-.x- _ _ 

(r,», Tjcifr, «IcosItC») l>.'. Z)[*. J) cos (Z, i) 


qui s'accorde , comme ou devait s'y atteudre , avec la furinulc (a5). Ajoutons 
que la formule (3a) compi'end évidemment, comme cas particulier, la for- 
mule (3o). 

EnBn , le rapport 

qui, en vertu de la turnuilc (i3), se réduit à l'unité, quand les courduiinées 
sont rectangulaires , pourra différer de l'uuilé , mais devra encore obtenir 
une valeur constante, cest-à-dire iiidcpcudaute des directions r, s, t, si 
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les coordonnées deviennent obliques. Or, si l’on fait coïncider eu direc-, 
tion r, s, t avec des longueurs x , y, z, mesurées à partir de l'origine , sur.lei 
demi-axes des x , jr,z positives, on aura 

J^r — O , = O , 

Xg = O, J‘$ — ’Sf *4 — O, 

= O» O, Zt = t, 

~ ^sjr^t "+* — X^Jf^Zr = , 

(r.j, t) = (x,y, z)= I, [r,f, r]=[x,y, z]j 

donc alors le rapport (33) se trouvera réduit k 


et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l’équation 
générale 

[r,t,l)nt[r,t,f] ~ (TT'y7*î’ 

qui coïncide, comme on devait s'y attendre, avec la forniule (a8). 


§ VI. — Des comblions sous lesquelles les résultantes considérées dam les pamgrofrhet 
précédants v 'rvanouissent» 

Ij6s résultantes dont nous avons déterminé les valeurs dans les paragra- 
phes précédents s'évanouissent sous certaines conditions, qu’il est bon de 
connaître, et que nous allons un instant examiner. 

Considérons d’abord la i-ésullanle 

{') ['’.J; ".fj = cos(r,u)cos(j,u) — cos (r^e) cos 

dont les deux termes ont pour facteurs les cosinus de quatre angles , que les 
directions r, s forment avec les directions u, u. Si les deux angles 

r\ /V • 

(r,r), (u,v) 

sont renfermés dans le même plan, ou dans des plans parallèles i alors, en 
vertu de la formule (a) du $ IV, jointe au théorème énoncé dans le § II, on 
aura 

(s) [f. -t; “ , = (r, s) (m, V) sin (r^s) siu (u^v ) ; 

9 - 
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Pt , par •<uitc, la résultante fr, u, u] aura pour valeur numérique le produit 

■ /\ /V , 

(3 sm(r,f), siu(«,uj. 

Si, au contraire, les plans des deux angles 

(«Ce) 

cessent de coïncider ou detre parallèles entre eux; alors, en nommant t 
l'inclinaisuti iiiuluclle de ces deux plans, un cunclura de la formule [i3; du 
S IV, Jointe au théorème du § 11, que la résultante [r, f ; u , t>] a pour valeur 
tiuinériqiie le produit 

ys /s 

(4) siti {r, s) sin (u , t>) cos i. 

Kii conséqiieuce , pour faire évanouir la résultante [/•,!; m,o| et vérifier la 
condition 

( 5 ) [r,f; n, (.]= O,' 

il sera nécessaire et il suffira de réduire à zéro I un des deux facteui s 
sin (r^f), sin(M7f). 

y\ /\ 

quand les deux angles (c,i), seront compris dans le iiiênie plan; et, 
dans le cas contraire, l’un des trois facteurs 

siu(r,i), sin(«, c), cos i. 

D’ailleurs, l’équation , 

(6) sin(r,j) = o, 
de laquelle on tire 

A 

(r, ,»)=to ou tt, 

exprime que les directions r, j se mesurent sur une même droite, ou du 
moins sur des droites parallèles; et l'équation 

(^) cosi = O, 

de laquelle on tire 

ir 

I = -1 
2 
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cos (r, u) cos (j, u) — cos (r, t>) cos {s, n , = o , 


coi(r, w) cos(«, n) 

A - — — • 

cn$(i, ») 
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exprime que les plans des deux anf^es 

(r,s), (tt,v) 

sont perpendicalaires entre eux. Enfin, en vertu de réquation (i), la condi- 
tion ( 5 ) pourra être présentée sous l’une quelconque des deux l'ornies 

( 8 ) 

( 9 ) 

cos{r, r) 

tielii posé, on pourra évidemment éuuucer la proposition suivante: 

t" Théorème. F,cs lonf;iieurs n, o étant mesurées sur des droites distinctes 
et Dou parallèles , pour que deux antres loujpieiirs r, s se mesurent , ou sur la 
même droite, ou sur des droites purallèies, ou du moins formenl entre elles 
un angle (r, s) dont le plan soit perpendiculaire au plan de l’angle (n, o), 
il est nécessaire et il suffit que les quatre cosinus 

cos(r,«), cos(r,e), eos(j,«;, cos(s, o) 

représentent les quatre termes d'une proportion géométrique, de manière à 
vérifier la formule ( q). 

Comltaire. <!lomme on vient de le voir, la formule (9), rcmarquahle pat- 
son élégance et sa siiiqilicité, se déduit immédiatement de 'Téqiiatioti {»), 
dans le cas particulier où les directions r, s sont renfermées dans le plan 

de l’augle {ulv). Ajoutons que, de ce cas particulier ou peut aisément passcr 
au cas général où les directions r, r sont situées hors de ce plan, à l’aide des 
considérations suivantes. 

Soient , dans le cas général , 

« 

les projections absolues de r et de s sur le plan de l'angle (fi, e). l'our que les 
directions r, s se mesurent sur une même droite ou sur des droites paral- 
lèles, DU du moins formenl entre elles un angle (r, s) dont le plan soit 
perpendiculaire au plan de l’angle («,e), il sera nécessaire et il suffira, évi- 
demment , que les projections p , ç se mesurent sur la même droite et sur des 
droites parallèles; par conséquent, il sera nécessaire et il suffira que l’on ait 


(10) 


CO*(p, fl) CO»(ç,rt) 

^ 

C05(p,l») CO»(«,p) 
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Maiü , d'aulre part, le plan qui rcnferniera tes trois angles 

(«7o), (pr«). (m) 

étant perpendiculaire au plan de l'angle {r,p), le théorème 7 de la page 3 i i 
du troisième volume donnera 


par eniiséqueiit , 


<-os(r, «) cos(r,..) 

— 7 s- — 

co${f,u) oo»(p, e) 


^ ' s 

cos(r, U) _ cosift, ») 
^ » 

co$(r, r) co»(p,#) 


et l’on Irouvi’ia, pareillement, 

/V 

cos(/, ïl) ^ fosit, «) 

COi{Sf p) cos (?,«►} 

Or il est clair qu’en vertu de ces dernières formules, l'équation (10) coïn- 
cidera prticisémcnt avec l’équation (9). 

Considérons maintemint la résultante 

[r, J, C u.o, ts'] 

/\ A A A A A 

= COS (r, ti) CüS [s, if) cos (^ > «^) — cos (r, u) cos (j, cv) cos (i , v) 

(ll){' /\ /s /s A, A /\ 

' V cos(r, o)cos(j,iv)cos(<, «) — cos(r, o)cos(j, njcos 

A AA A A A 

^ cos(r,»v)cos(j, u) cos(/, i») — cos(r,w>) cos(f, v) cc»(/, «}, 

dont les six termes ont pour facteurs les cosinus des neuf angles que les 
directions r, î, i forment avec les directions u, v, iv. En vertu de la for- 
mule (a 3 ) du § IV, jointe an théorème énoncé dans le § II , on aura 

[r,j,C M,v,tv] = (r,s, t)(w,o,w)[r,f,/][M,o,io]; 

et, par suite, lu résultante [r, j, <; u, v,w] aura pour valeur numérique le 
produit 

|i, J, <] [u, V, iv] 

des volumes des deux parallélipipèdcs, que l’on peut construire, d’une part, 
sur les arêtes r,s,l, d’autre part, sur les arêtes m, t», tv, en supposant ces 
arêtes réduites cliaciine à l'unité, et mesurées, à partir d'une même origine, 
dans des directions parallèles à celles qui leur étaient assignées. En con- 
séquence, pour faire évanouir la résultante [r, s, /; h, c, tv] et vérifier la 
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condition 

(ta) u.v.tv] = O, 

il sera nécessaire et il suffira de réduire à zéro l’uii des deux volume^ 

- [f. ^. <]> 

D'ailleurs, l'équation 

{i3) fr, f,/]=o, 

qu’on obtient en éfjalant à zéro le volume [r, s, tj, est précisénu nt la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que des Ion0ueurs, mesurées à partir 
d’un même point dans des directions parallèles à celles de r, s, l, soient 
renfermées dans un plan unique, ou, en d’autres termes, pour que les trois 
directions r, s, t soient parallèles à un même plan. Cela posé, on pourra 
évidemment énoncer la proposition suivante : 

a* Théorème. I.cs loiif’ucurs w, o, tv étant mesurées sur des droites uon 
parallèles à un même plan, pour que les directions de trois autres lon- 
({iieurs r,r, i soient, nu comprise.s dans un même plan , ou du moins paral- 
lèles à un même plan, il est nécessaire et il suffit que la résultante de.s 
cosinus des neuf anfjles que les directions r, s, t forment avec les direc- 
tions U, 0, IV, s'évanouisse, ou, en d’autres termes, que l’on ait 

cosfr, «)cos(f, i») cos(;,w) — cos (r, «) cos(5,w») cos(^, y) 

/\ /V /s A A A 

^ co8(r, i/) cos(x, tv) cos(<, w) — co.s (r, v) cos cos (/,tv) 

A A A A A A 

4- cosfr, w) cos(5, m) cosfi, w) — • cosfr, tv) cosfj, v) cosf^, w) = o. 

Corollaire. Ou pourrait, avec la plus j»raiulc facilité « arriver encore à 
la formule (i4)f raisonnant comme il suit. 

Rapportons les positions des divers points de l'espace à trois axes des x, 
j^z menés par un point quelconque O, et, en attribuant aux demi-axes 
des rT, jr^ positives des directions pamllèlcs à celles de n , iv, nommons 

■*» * 

les coordonnées d'une^longueur t finie, niais différeiile de ^éro, et mesurée 
sur une droite quelconque à partir du point O. La formule (r3) de la page i43 
du troisième volume donnera 
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Donc, M l anglo (/-,b) se réduit à mi droit, on aura simplement 

y\ A /H 

X cos (r, a) 4- y oos (r, o) + » cos (r, iv) = o. 

I) ailleurs, pour que les directions r,s, l soient parallèles à un plan unique, 
il est nécessaire et il suffit qu'elles forment trois angles droits 

A A A 

(s,v), (i,v) 

avec une diiection v perpendiculaire à ce plan ; par conséqueni , il est néces- 
saire cl il suffit qu’elles vérifient trois équations de la forme 

( A A A 

.T COS (r, m) f cos (r> i») -»- * cos (r, iv) = o, 

A A A 

^ ï 'v » C05 {s , u) •+■ *1 cos I .f , o) -+- » cos ( J, f v) = O , 

^ X C09 (t, m) -f- y cos (<, e) 4- ' cos (t, tv) = o. 

Knfiii , lorsque la longueur v, comme nous le supposons ici, diffère de zéro, 
les trois coordounées 

*1 y> ‘ 

de l’extrémité de cette longueur, mesurées sur trois axes non parallèles à un 
meme plan, ne peuvent s’évanouir à la fois; et alors les trois équations (i5) 
UC peuvent subsister simultanément que ilans le cas on les cosinus par les- 
quels y sont représentés les coefficients de x , 7, ., vérifient la formnle(i4). 

Cbcrclions maintenant tes conditions sous lesquelles s'évanouissent les 
lèsultaules que l’on peut construire avec les coordonuées de deux ou trois 
points, dont les positions sont rapportées à îles axes rectangulaires ou obli- 
ques des .r, jr, z. 

lïeprésentons par les trois lettres 

r, s, t 

les rayons vecteui-s menés de l'origine à trois points donnés, et désignons, à 
l'aide de ces mêmes lettres, placées comme indices au bas de x, j cl 2 , les 
‘ coordonnées de ces trois points, tinfin, soient 

X, y, /. 

trois longueurs, mesurées à partir de l'origine, sur les demi-axes des x, » 
positives, et T une autre louguciir mesurée sur uue perpendieulaireau plan 
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de I angle (r,f). Les formules (a6) et (a8) du § V donnerout 


(> 6 ) 

et 


— y -J. y. /_, T'^ '*l'< »] COS (T,»| 

^rj, — x,jr, — [T, S, 1 ) -T— —5 ~7c:’, 

I cas(Z,z) 


( 1 7 ) «.r. *I — -r'/i *. + *. J'I », — X,/, I, + x,y, », 

Cela posé , l'équation de condition 




rjf [r, X, f] 


(. 8 ) 


Xry. — X.Jr — O ' 


pourra être réduite à 

(19) rs [ r, s] eus (^.z) = o. 

Donc, pour qu’elle soit vérifiée, il sera necessaire et il suffira que l'un des 
facteurs 

r,s, [r,j], cos( 7 fz) 

s évanouisse. D’ailleurs, réduire à zéro I un des rayons vecteurs r, s, c'eut 
supposer que l'un des points donnés coïncide avec l'origine. Quant à la 
condition 

(r,s] = O, 

que l'on peut encore écrire comme il suit , 

✓S 

sin (r, s) = O, 

elle exprime que les longueurs r,s se mesurent sur une même droite. Knfin, 
la condition 

cos(T^z) = O 

exprime que la direction T, perpendiculaire au plan de l'angle (r,j), est 
aussi perpendiculaire à l’axe des î, ou, en d’autres termes, que le plan de 

l'angle (r, s) passe par l’axe des 2. 

Quant à l’équation de condition 

(ao) XrJ,Z,-X,J-,Z,-t-X,jr,Zr-JC.Jr:, ^ XlJrZ, - x,jr,z^=o. 


elle pourra être réduite, en vertu de la formule (17), à 
(ai) rxt[r, J, t] = o. 

E-*. «f 4 * Pion-, T. IV. (&0* litrO 
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Donc , pour qu’elle soit vérifiée , il sera nécessaire et il suffira que l'on des 
facteurs 

r,s,t, [r,s,t] 

se réduise à zéro ; par conséqucut , il sera nécessaire et il suffira que l’un des 
points donnés coïncide avec l’origine , ou que le volume du parallélipi- 
pedc construit sur trois arêtes parallèles à r, s, t s’évanouisse, c'cst-<t-dire , 
en d’autres termes, que les trois arêtes r, s, t deviennent parallèles à uu même 
plan. 

Eu égard aux remarques qu’on vient de faire, on pourra évidemment 
énoncer les propositions .suivantes : 

3' Théorème. I.a position d’un point étant rapportée à trois axes des x, 
J', Z qui se coupent sous des angles quelconques, pour que deux points 
séparés de l'origine, l’un par la distance r, l’autre par la distance s, soient 
renfermés dans un plan qui passe par l’origine, il est nécessaire et il suffit 
que les coordonnées 

Jr> 

•r,, y. 

de ces deux points, mesurées sur les axes desx et y, vérifient la condition 

(aa) x,y, — x,y, — o. 

h" Théorème. La position d’un point étant rapportée à trois axes des x,j^, s 
qui se coupent sous des angles quelconques, pour que trois points séparés de 
l’origine par les distances 

r, s et < 

soient renfermés dans un plan qui passe par l'origine, il est nécessaire et il 
suffit que les coordonnées 

•r,, y., s,, 

•ï’r. y„ S| 

de ces mêmes points vérifient la condition 

(a3) X /.y fZf X f y f 5, "t" x,^,s, — x,^,z, x,^, s, — Xi j — o. 

On pourrait encore, avec la plus grande facilité, établir les tbéorèmes 3 
et 4, en raisonnant comme il suit. 
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X. y> Z 

trois longueurs mesurées, à partir de l’origine , sur les demi-axes des coor- 
données positives, et f une autre longueur mesurée, à partir de In même 
origine, dans une direction quelconque. Si l'on représente par.z, j*, z les 
coordonnées d'un point situé dans le plan mené par cette origine perpen- 
diculairement A V , la première des équations ( 1 5) subsistera , quand on y rem- 
placera U, U, fv par X, y, z; r par », et x , y, < par x, j, z. On aura donc 

Ak /\ 

(a4) .r cos(v,x) -t- ^cos(»,y) -+- z cos («■ , z) = o. 

Ajoutons que la formule (s4)i c'est-à-dire l’équation du plan mené par 
l'origine perpendiculairement à », sc réduira simplement à 

/N /N 

(«5) X co.^(v, x) -♦- / co« (v, y) = O, 

si ce pian passe par l'axe des z, puisque alors, » étant perpendiculaire à z, on 
aura 

(»,*) = -, cos{i.,z) = o. 

Cela posé , pour que les deux points séparés de l’origine par les distances r 
et s soient renfermés dans un plan qui passe par l’axe des x, il sera néces- 
saire et il suffira que leurs coordonnées 

y,. 

^ n *«» 

mesurées sur les axes des x et y, vérifient deux équations semblables à 
l'équation (a5), c’est-à-dire deux équations de la forme 

/N /s 

l ar,cos(»,x) -(- /,cos(»,y) = O, 

(»6) 

f X, cos(i., x) -t- y, cos (x, y) = o. 

Pareillement, pour que les trois points séparés de l’origine par les dis- 
tances r, s, t soient renfermés dans un même plan qui passe par l’origine , 
il sera nécessaire et il suffira que leurs coordonnées 

•2^,, JlA 

f 1 

10 . 


V 
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vérifient trois équations semblables à l’équation (a4)i c’est*à-dire trois équa- 
tions de la forme 


1 X;.COS(v, x) -t“ ^,COS(v, y) -4“ Zr COs(v,z) = O, 

f \ ) /N ^ /N 

127; ^ x,cos(^t,x)-l-/, cos(«.,y) -t- 2,cos(«-,*) =0, 

I /V /\ /\. 

^ X, cos(^,x) + ^,cos(/,y) -h z,cos(/,z) = o. 

Or les trois angles 

/\ /\ /\ 

(».*)- (»>y). 

ne pouvant être droits tous les trois, lorsque les coordouuées x, jr, z se 
mesurent, comme on doit le supposer, sur trois axes non compris dans un 
même plan , les cosinus de ces trois :ingles ne peuvent s'évanouir à la fois ; 
et, par suite, le système des formules (ay) entraîne la condition (ao). 

§ VU, — Surhs relations qui existent entre tes coefficients des vaeiabtes dans tes iteax espèces 
d'equatiims à t aide desquelles on passe d'ua premier système de coordonnées rectilignes à 
un second, et réciproquement. 


Parmi les problèmes dont la solution introduit dans le calcul des résiil- 
tantes formées avec les coordonnées de deux ou trois points, on doit re- 
marquer une question d'ailleurs facile à résoudre , celle dont I objet est 
d'établir les relations qui existent entre les coefïieienLs renfermés dans les 
deux espèces d'équations à l'aide desquelles ou passe d'un premier système 
de coordonnées rectilignes à un second , et réciproquement. Occupons-nous 
un moment de cette question et des formnlcs qui s'y rapportent. 

D'apres ce qui a été dit dans un précédent Mémoire {voir le 3 ' volume), 
SI l'on nomme 

X, J, Z les coordonnées rectilignes dim point quelconque P, relatives à 
trois axes rectangulaires ou obliques, menés par une rertaine 
origine O ; 

X, y, Z trois longiieiirsmcsurécs,àparlii deceUcorigiiie, surlesaxesdesx, 
f, Z indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives; 

X, V, Z trois longueurs mesurées, à partir de la mémo origine, sur les axes 
conjugin's, c'est-à-dire sur trois nouveaux axes respectivement 
perpendiculaires aux plans des J", Z, des z, x et des Xfj'; 
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et si l’on représente par 
ce que deviennent 

2. X, y, 2, X, Y, ’L, 

quand au système désaxes donnés on substitue un nouveau système daxes, 
l’orifjine restant la même , on aura 

^ X, = rtX -t- -I- C 5 , 

i) ' jr^= a'x + h'jr -k- c’i, 

* ï, = a"x-t- h’jr+ c’z, 
les valeurs des coefficients 

a, h, c‘, a', h', c’ -, a", h", c" 

étant fournies par les équations 

_ Ci»(x, X,) t _ cos(jr,'\,) 

— /s ’ " ’ 

coj(x,, X,) 


(>) 



cos(*, X,) 
c = ^ — . 

fos (x„ XJ 


_ co»(x, Y,) 


cos (X, Z, J 
n = 


,, _ cos (y, T,) 
'OS (y.. Y,) 

A»_ ««(yr*,} 

D 

cos(i,, Z,) 


eus (i,, Z,) 

et, réciproquement , 

X = //x, + 

CD 


cuSi'x, T,)^ 

cosiyjy,) 

/X 

t<»{ «, Z,)^ 

^ ■ * 
Z,) 


éx = 

{ Z = Cx, 


^ Z,, 

H‘j,+ H" Z,, 
Cy,-^ C z„ 

les valeurs des coefficients 

A, A', A , //, H\ B , C, C-, C" 

étant fournies par les équations 


J _ cos(*„ X) 

^ — ~~K~' 

cos( X , X) 


A’=z 


cos(x„ Y) 


f4) 


H = 


C = 


oo»(y,. X; 

cot(x, X) 

cosjs.rX) 

cos ( X , X ) 


cos(y, Y) 

/S 

H’ — '°»(y.»^i 
cos(yPY) 

As 

f,,_ cos(«„ YJ 

— — ' ' yi^ ■ T 

co»(y. Y) 


cot(x„ Z) 
/V — ^ — , 

Z) 


/f : 


AS 

COS (a, Z) 


_ cos(*„ Z) 

A ' 

COS ( » , Z ) 
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D'ailleurs, la nature de ces divers coefficients est facile a reconnailre; et, 
d'abord, en vertu des formules (i), les coefficients renfermés dans une même 
lif[nr verticale du tableau 

f a, b, c, 

(5) l «'• *'• 


a", h", c“. 


représentent évidemment ce que deviennent les coordonnées 

du point P. quand ou a réduit l'une des trois variables 

» l’unité, et les deux autres à zéro , c'est-à-dire , en d'autres termes, quand on 
fait coïncider le point P avec l’extrémité de l’une des longueurs 


ï, y, ï 

réduites à l’unité. Pareillement, en vertu des formules (3,, les termes ren- 
fermés dans une même ligne verticale du tableau 


/ A', 

(6) ■ ' B, Ji', B', 

i C, C, C\ 


représentent ce que deviennent les coordonnées 

X, J, ^ . 

du point P, quand on fait coïncider ce point avec l exlrémité de l'une des 
longueurs 

y,» * 

réduites a l’unité. Ainsi, les divers Coefficients renfermés dans les équa- 
tions (i) et (3 se réduisent aux projections algébriques que l'on obtient 
quand on projette les longueurs x,y, z réduites à l'unité, sur les directions 
*.i y,i*. > * l aide de plans perpendiculaires aux directions X, Y, Z, ou les 
longueurs x,, y,, z, réduites à l'unité, sur les directions x, y, z, à l’aide de 
plans perpendiculaires aux directions X, Y, Z. Cette seule remarque fournit 
un moyen simple de retrouver aisément et de reproduire à volonté l'une 
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quelconque des lomiules (a) on (4). En effet, si l’on désigne par 

r, s, t 

trois loiigueui's, dont chacune se mesure dans une direction déterminée, la 
projection algébrique de / surf, effectuée à l'aide de plans perpendiculaires 
à t, sera (i>o/> le 3' volume, page i4o) 

cos (r. ») 
cos(r, r) 

Donc, si la longueur r se réduit à l’unité, sa projection algébrique sera 
représentée par le rapport 

/\ 

cos (r, t) 
cos(»f'f) 

Cela posé, le coefficient a, par exemple, n’étant autre chose que la projec- 
tion algébrique de x sur x,, effectuée à l’aide de plans perpendiculaires à X , 
et correspondante à la valeur i de x, ou aura nécessairement 

/N 

cosfXf X,) 

a 

cos{»„X,) 

et l’ou pourra, de la même manière, en s’appuyant sur la leniarque ci- 
dessus énoncée , reproduire isolément chacune des formules comprises dans 
le système des équations (i) ou (4). 

D’autre part, chacune des formules (3) doit nécessairement coïncider 
avec l’une de celles que l’on peut obtenir en éliminant deux des coordon- 
nées X, J', Z entre les formules (i); et, réciproquement, chacune des 
formules (i) doit coïncider avec l’une de celles que l'on obtient en éliminant 
deux des coordomiées x, , , z, entre les formules (3). Il y a plus : cette 

coïncidence doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs attribuées aux 
variables x , j', z ou x, , , z, ; ce qui exige que les coefficients de x, /•, z 

soient les mêmes dans les valeurs de x,, z, que donnent les formules (i), 
et dans celles que l'on tirerait des formules (3). Donc les neuf coefficients 

a, b, c, a', h’, c', a", b", c" 

peuvent être exprimés en fonction des coefficients 

A, B, C, A', B\ C', A\ B", 6’*; 

et, réciproquement, chacun de ceux-ci peut être exprimé en fonction des 


( 8« ) 

neuf auires. En effectuant le caicut , cl posant, pour abré(>cr, 

(■j) k = ah'c" — ab’‘c’ -+- a'b’c — a'hc’ -f- a'bc' — a’h'c, 

(8) K = AD'C—AB C'-\- A'B C— A'BC" ^ A'BC - A B C, 
on trouve [voir le a' volume, page 17a) 


/ 

' 4 


b’y — h"c' 

A‘ 


b''r — bc" 

A = 

br‘ — b'c 


ég 

[ 


i ’ 


X 

k ' 

( 9 ) 

1 


c'a" — tTa! 

B' 


— ea” 

B = 

ett* — c'a 


k 


k 

k 


'c 


a” b’ 

C 


a*' b — ab" 

C" = 

ab’~~a'b 

\ 


k ’ 


k ■ 


k 

ei 

i 

a 

i 





/Î"C— JC' 

à = 

BC — B'C 



K 

a 


K ’ 

K 

{<0) i 

Ia 


C A' 

b- 


C'A— CA’ 

b- = 

CA' — C'A 


X ' 


K 

K 

1 

K 


A’ B" -À 'B' 

Cf 


A”n—AB" 

c" — 

AB'— A'B 


\ 


K 


K 


” K 


Mais, en vertu ries muarrjues précédemment faites, la valeur de k donnée 
par la forinide (7) est précisément la résultante des coordonnées des trois 
points I, m, n qui coïncident avec les extrémités des longueurs x,y, z,dan> 
le cas où l'on suppose ces longueurs réduites à l'unité, et où l'on rapporte In 
position d'un point quelconrjue aux axes coordonnés de x, , z,. l’a- 

reillemeut, la valeur de K donnée par la formule (H; est précisément la 
résultante des coordonnées des trois points L, M,Ji qui coiucidr;nl avec les 
extrémités des longueurs x, , y, , z,, dans le cas où l'ou sup|iosc ces longueurs 
réduites à l'unité, et où l'on rapporte la position d'un point quelconque 
aux axes coordonnés des x, jr, z. Eiifiu, si dans chaque résultante on fait 
entrer, non plus les neuf coordonnées de trois points mesurées sur trois axes 
différents , mais les quatre coordonnées de deux de ces points mesurées sur 
deux de ces axes, alors, à la place de chacune des résultantes 

A et K, 

ou pourra obtenir neuf résultantes diverses, qui seront précisément les 
iinmérateurs des fractions comprises dans les formules (q) ou (10). Donc 
chacune des formules (9), (10), qui servent à exprimer les coefficients 

A, B, C, A', B’, C, A\ B' C 
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a, h, c, a', h', c\ a", b", c". 


et récipro(|aement , a pour second membre le rapport entre deux résul- 
tantes à tteux et à trois directions, construites avec les coordonnées de deux 
ou trois points. Ajoutons que la valeur de clinennc de ces n'-sultantes pourra 
être aisément déduite des formules établies dans le § V. Ainsi, par exemple, 
en vertu de la formule (a8) du § V, la résultante K des coordonnées des 
points L, M, N , mesurées sur les axes de.s .r, j, z, offrira une valeur lui- 
mérique déterminée par l'équatiou 


(■•) 




[s,, y,. « .] 
[*. y. »]’’ 


le mouvement de rotation de x en y autour de z étant considéré comme 
direct, i‘n sorte qu’on ait 

(x, y, z) I. 

Alors, aussi, en vertu de la formule (a5) du § V, la résultante 

A' Dr - A B' 


des coordonnées des points L , M , mesurées sur les axes des x et offrira 
une valeur déterminée par l'équation 


(ta) 


A'B" 


AB' 


/V 

(x,y,Z) Lx,y] 


t tries formules (i i), (ta), et autres semblables, fourniront évidemment nu 
moyen facile de vérifier les équations (lo). S’agit-il, par exemple, de véri- 
fier la dernière de ces éqnatioiTs? Ou commencera par observer qu’en vertu 
des formules (i 4) et (i 5) du $ 1, on a, en supposant aigus les angles (z, Z), 

[*, y, z] = [*, y] cos(z, Z), 

[*.iy,i*.l — (*,»y.] cos(=t..z,). 


et, par suite, dans tous les cas possibles, 
_ l’tiy.2) | 

(*.y.*) ' 




Jùr. d'An. tt de Phjrs. ma/A'., T. IV . U«r-1 


I r 
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lioiic la formule (i i) (muna s’écrire comme il suit : 

(i3) ‘ V (*<■ y» ) [ »<i y,1 cos ( I- Z.) 

Cela posé, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie de divi- 
Mon , les équations (la) et (i3), pour obtenir la formule 

— ■^"S' co$(zfz,; 

forniu^e*^*** '«''ieni au même, eu égard à la deruièri' des équations (lo), ta 

A'e’—.rji' _ ^ 

K — ' 

qu, comeide précisé,., eht avec la derniere des équations ^ , o). On pourrait , de 
a meme mapiere a I aide des fonnules établies dans le $ V, vérifier chacune 
des équations (g) ou (,o). Enfin, ou pourrai, encore vérifier ces mêmes 
equanons après y avoir substitué les valeurs des divers coefficients tirées 

CS ouiiu e^(a)ct(4), à laidi^ des formules générales que nous avons établies 
dans le § IV. ^ 

Il est. bon d observer que le système des équations (g) peut être remplace 
parla seule formule ^ 


(> 4 ) 


B 


SV— è' 

. 


c 


r’a’—r-n' „'b"—a”b' 

B' r 


I b“r — ir" c'a — ~ 

f = - _ _B' _ C" 

V if' — b'c ,a' — c’a ~ ai' — a‘b ~ k' 


et le système des équations fio) par la seule formule 


(i5) 


b'c“-bc c',r-c’^' — 

. b" r' 

S"C- BC" - (TA- CA' - 1Tb- a'W 
_ 4" ,• 

BC - B 'c - CA- - C Â - 7F=n?i» 


Aloulons que les formules (g) et (to), ou (./,) e, (.5), peiiveu, aussi être rem- 
pla. ce, par uii système de neuf équations qui soient linéaires par rapport 
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aux cocfficii-iils r(.nfenn<M dan< les formules (i), comme par rapport aux 
coefficients renferipés dans les formules ( 3 ). Entrons, à ce sujet, dans quel- 
ques explications. 

Si l'on fait coïncider successivement le point P, dont les coordonnées 
sont X, J-, Z, avec les extrémilcs I , m , n des trois lon^ueui's 

X, y, Z 

réduites à l'unité , on obtiendra trois .systèmes de valeui-s de x, jr, s, dont 
chacune comprendra les trois coefficienis renfermés dans une même coloonc 
verticale du tableau ( 5 ); et à ces trois systèmes de valeurs de : , cor- 
respondront trois systèmes de valeurs de x,, j,, c, , dont chacun offrira 
deux valeurs nuUes et une valeur cf^alc à i. Cela posé, des é(|uations ( 3 ), 
appliquées aux euordonnées des trois points I, m , n, on déduira évidemment 
4 m neuf formules 
•■V V '■ 

„ ; Ab + /fh'-i-À''b/'=o, Ac +A’c'-^-j 4 "c''=o, 

(i 6 ; ' Ba+B'a~^B''ar=:o, Bh+B'h-+B"ff=i, Bc -^B'c'+B'-c'—o, 
[ca-^C'a'-\-C’a"=o, Ch-¥-C'h'->rC‘b'’=o, Cc-^-C'c'-t-C"c'=i. 

Si, au contraire, on fait coïncider successivement le point P avec les extré- 
mités Ij, m , n des trois lonf’ueurs 

y, y 

réduites <à l'unité, on déduira successivement des équations (i) les neuf 
formules 

r Aa -hBb -t-Cc =i, A'ei +B'h -*-C'c =o, A"a +B"b -\-C“c =o, 
(i ■ An* Bh* C*c* =0, A*(i* ~^B'b‘ -t- C*c* — 1, A ni ^ B 1 b'-^- C c* =0, 
^ AA -\-Bb" de*' A*n** B'b* d'e** A n ~^B*b A~d c — t. 

Ou pourrait, avec la plus {çrande facilité, déduire des équation.s (16) 
ou (17) les formules (9! et (10). Veut-on, par exemple, déduire des équa- 
tions 17) les équations 9), ou, ce qui revient au- même, la formule {i4)? 
Il suffira de prendre pour inconnues les coefficients renfermés dans le ta- 
bleau ^6), et de déterminer simultanément les trois coefficients compris dans 
une même colonne verticale de ce tableau. Ainsi , en particulier, les équa- 
tions {17) donneront 

An Bb -i- de — I, AA -+■ BA -t- d& =3 o, AA Bb’*-\- o, 
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et l'on tirera de celle-ci, en faisant d’abord abstraction dç la première, 
Â B C ‘ 


puis, ensuite. 


— h"r* — c'a* a*b** — €^b*' 


C 

a' b" — û" 


AV" — A"f' — c"a 

Ja + Bb Ce 


a(b‘r " — 4V ) -(- A(cV'— f"«') + c(n'6*— o"4') b 


On prouvera, de inctne, en partant des éejuatians (ly), que chacune des 
fraclions comprises dans la formule (14) se réduit à et généralement on 

pourra, du système des équations (16) ou {17), déduire a volonté, ou la 
formule (i 4 )) I® formule (i 5 ). I) ailleurs, pour effectuer cette déduction, 
il suffira de s’appuyer, comme on vient de le faire, d’une part sur la fot^ 
mule à laquelle ou parvient ipiand on élimine une seule inconnue entre 
(leux équations linéaires qui renferment trois variables, sans aucun terme 
constant, et, d’autre part, sur ce principe, que la valeur commune de plu- 
sieurs fractions égales ne diffère pas dit résultat qu’on obtient, (|uand, après 
avoir traiisfuriné chaque fraction eu multipliant scs deux termes par un 
même facteur, on divise la somme des numérateurs par la somme des 
dénominateurs. Ce qu’on vient de dire prouve encore (pie le système des 
éi|uatious (17) est équivalent au système des équations (ifi). Chacun de ces 
systèmes peut certainement être remplacé par l’autre, puisqu’il est démontré 
que chacun d’eux peut être remplacé à volonté ou par la formule (i4)- 
on par la formule (i 5 ). 

Si l’on voulait, non plus tirer des équatioiis(i6) ou (1 7) les formuh^s (14 ), 
(| 5 ), ou, ce qui revient au même, les équations (9) et (10), mais effectuer 
l’opération inverse, et revenir des équations (9), (10) aux équations (16) 
et (17), il suffirait évidemment de combiner par voie d'additiou les for- 
mules (9) et (10, ■, après avoir multiplié les deux membres de chacune d'elles 
par lin facteur convenablement choisi. 

Observons encore que, si lOii applique le théorème sur les produits de 
résultantes au svsleiiie des (’-quaiioiis (ifi), ou au système des l'qualions (171, 
on en tirera, eu égard aux formuh.'S (7), (8), 

(iHj kK = i. 


On arriverait aussi à la même cotichision, en partant de l'équation (1 1). 
Kn effet , cette équation , qui suppose que l’on considère comme direct le 
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moiivnment de rolation de x en y autour de z, et que l'on a eu conséqiieuee 
t’ X, y, z) = 1, peut être, pour plus de j»énéralité , présentée sous la forme 


(“)) 


K — Lü!JLy'±i'J [».' y-» » ■] 

(*. y. ‘) f*. y. *] ’ 


et s'étend , sous cette dernière lorine, au cas même oit, la position d’un point 
quelconque étant rapportée aux axes des or , z, on considérerait comme 
direct, non plus le niouveinént de x en y autour de z, niais le inonveinent 
de X, en y, autour de z,. D'ailleui-s , en éclian(;eant entre eux les deux sys- 
tèmes d’axes, on obtiendra évidemment, è la place de la formule (tq), la 
suivante : 


(■io) 


(x. y. l) [x, Y. s| 
(x,, y,, «,) [x,, y,, »,]■ 


et il est clair que des formules (19) , (ao) on peut immédiatement déduire 
l’équation (18). 

Si les deux systèmes d axes coordonnés présentent chacun trois axes per- 
pendiculaires l'un à l’autre, on aura 


|x,y,z]=i, [x. y,. *1 = I. 


et, par suite, les formules (19), (ao) donneront 


K = 


(x.y.x' ’ 


k = 


(x.y. x) 

(x,.y,,«.'i’ 


ou, ce qui revient au même, 

(al) K = k =(\, 

Donc, alois, chacune des résultantes A , K se réduira simplement a I imité, 
si les mouvements de rotation de x en y autour de z, et de x, eii y, autour 
de z,, sont de même espèce, et à — 1, dans le cas contraire. Alors aussi le.s 
diverses formules établies dans ce paragraphe se confondront avec les for- 
mules connues qui se rapportent à la transformuiion des coordonnées rec- 
ta ii)'iilai res, et qui ont été rappelées dans un précédent Mémoire [ wnr le 
a' volume, pajTC ay3 ]. 

Nous renverrons à un autre Mémoire la reclierelie des lois snivaul 
lesquelles les neuf coefficients renfermés dans les équations (1) et (3) 
dépendent de la forme des deux angles solides qui ont pour arêtes, d’une 
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pan X, y, /, d'aiitit part x,, y,, z,, et de trois «.otisianlr» propres à d<^ter- 
miuer la position de l'un de ce« aiiRles solides par rapport à l'autre. 

(Observons, en finissant, que les formules (i6), {17). (18) peuvent être 
étendues nu cas {[éiicral où, à la place des équations (i) et ( 3 ), on consi- 
dérerait deux équations de la tnéme forme, mais relatives à deux svstemesdi 
variables, dont le nombre >erait le même dan^ les deux systèmes, et d ailleurs 
aussi j;raud que l'on voudrait. Kff'ecliveiuent, les formules (aa) de la pa(;e 1 76 
du 2' volume, qui se rapportent à deux systèmes d'équations semblable^ 
aux équations (t) et ( 3 ), se trouvent remplacées par d’autres formules du 
même (jenre, quand on échange entre eux le.s coefficients qui occupent les 
mêmes places dans les deux systèmes d'équatious; et, par conséquent, on 
peut, dans le cas ('ênéral, obtenir deux systèmes de formules analogues aux 
formules (16) et ( 1 7). Ajoutons que la formule (18 tse ti-ouve comprise, comme 
cas particulier, dans la formule (a4) de la paf;c citée. 
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MÉMOIRE 

• THÉORIE DES ÉQllIY ALEÎSCES AL(;EHR1QI ES. 

Sl BSTITDfiK A LA THI-ORIE DES IMAGI.NAIRES. 


Pre/imtnairrs . 

F.es fjéometres, surtoiil ceux qui s’efforcent de contribuer aux pro(;rej 
des sciences matbéinatiques, ont été quelquefois accusés de parler une 
langue qui n'a pas toujours l’avantage de pouvoir être facilement comprise , 
et de fonder des théories sur des principes qui manquent de clarté. Si une 
théorie pouvait encourir ce reproche, c’était assurément la théorie des iiiia' 
{{iuaires, telle qu’elle était généralement enseignée dans les Traités d’al- 
gèbre. C'est pour ce motif qu’elle avait spécialement fi.xé mon altention 
dans rouvriq>e que j’ai publié, eu i8ai, sous le titre A'Atialyse algébrique, 
et qui avait prcciséiuenl pour but de donner aux méthodes toute la rigueur 
que l'on exige en géométrie, de manière à ne jamais recourir aux raisons 
tirées de la généralité de l’Algèbre. Pour remédier à l'inconvénient signalé, 
j’avais considéré les équations imaginaires comme des formules symboliques, 
cesfr-à-dire comme des formules qui, prises à la lettre et interprétées d’a- 
pi'ès les convcnlious généralement élablit>s, sont inexactes ou n'ont pas de 
sens, mais desquelles ou peut déduire des résultats exacts en modifiant et 
altérant, selon des règles fixta, ou ces foi-inules, ou les symboles ipi’elles 
renferment. Cela posé, il n'y avait plus nulle nécessité de se mettre l’esprit 
à la torture pour chercher à découvrir ce que pouvait représenter le signe 
symbolique v auquel les géomètres allemands siihsliliient la lettre t. Ce 
signe ou cette lettre était, si je puis ainsi m’exprinier, un outil, un instru- 
ment de ealcui dont riulrodiirtion dans leS formules permettait d’arriver 
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plus rapiduuieijt à la solution très-réelle des (|iiestions que l'un avait posées. 
Mais il est évident que les théories algéliriquos dcvieiidraicut beaucoup plus 
claires encore, et beaucoup plus faciles à saisir, qii elles pourraient être mises 
a la portée de toutes les iiitclli|;enei'S, si l'on parvenait à se débarrasser 
complètement des expressions imaginaires, eu réduisant la lettre t à ii être 
plus qu une quantité réelle. ( jiioiqu une telle l'éductioii parût invraisemblable 
et même impossible au premier abord, j’ai néanmoins e.ssayé de résoudre ce 
sioRiilier problème, et, apres quelques tentatives , j’ai été assez beurcu.x • 
pour réussir. Le principe sur lequel je m'appuie semble d'autant plus digne 
d'attention, qu’il peut être appliqué inénic à la théorie des nombres, dans 
laquelle il conduit à des résultats qui méritent d'étre remarqués. Entrons 
maintenant dans quelques détails. 

• 

§ I"'. — Sur tes fÿfuivatrnres ttrUkmrtujurs rt ntgèbnques. 

I,orsc|ue lieux nombres entiei’s /, m , étant divisés par un troisième n , lour- 
nissciu le même reste , ils sont dits cotigrus ou équivalents, suivant le module 
ou diviseur n. l’oui' indiquer cette cireoiistance , on peut écrire , avet 
M. (jauss, 

(i), l~m (mod. n . 

l’areillement , si <p{jc), '/_{x) l•epl•é.sentent deux polynômes eu x, ou, en 
d’autre.s termes, deux fonctions ciilicres de x, qui, étant divisées algébri- 
quement par une troisième îr(x), fournissent le même reste, on peut dire 
que ces polynômes sont équivalents entre eux, .suivant le module ou diviseur 
Bt(x), et indiquer cette circon-stance, comme l'a fait M. Kumnier, en écrivant 

(a) î('ï^) = /.(•*■) [uiod. B7(x)|. 

(^ndoit donc distinguer deux especes d'équivalences, qui pourront être ap- 
pelées, les unes arithmétiques, les autres algébriques, une équivalence arith- 
métique étant celle qui indiquera l'égalité des restes de deux divisions arith- 
métiques ; tandis qu'une équivalence algébrique imliiptera l’égalité des restes 
de deux divisions algébriques , le diviseur arithmétique ou algébrique de- 
meurant le même dans les deux divisions successivement effectuées. 

Pour introduire cette distinction dans les formules, et faire en sorte 
i|ue les équivalences algébriques ne puissent être confondues ni avec les 
équivalences arilbméliques, m avec les équations proprement dites, j'au- 
rai recÆurs à un nouveau signe; et quand il s’agii'a d'exprimer une équi- 
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valence algcbruiiic , alors, dans le sijjne qui s'applique aux équations, c'est- 
à-dire dans le sif'tie = formé de deux traits rectilifpies superposés, je rcm- 
plarerai le trait supérieur, non plus par deux traits rectilignes distincts, 
comme on le fait dans le cas où l’on veut exprimer une équivalence, mais 
par un croeliet trapézoïdal, ou bien encore par un trait recourbé en arc de 
cercle, en nservant toutefois cc dernier signe, ainsi que je l’expli(|uerai dans 
le § II, pour le cas spécial où le polynôme sr(x) se réduit à un binôme de la 
fnrinc x’ -f- 1 . De plus, pour éviter toute méprise, et attendu que le mol 
nifnlule. a reçu dans la langue analytique un grand nombre dacceptions 
diverses, je donnerai la préférence nu mol diviseur, quand il s'agira de 
lumnnerlc polynôme par lequel on doit effectivement diviser les deux mem- 
bres d’une équivalence algébrique. Par suite, quand j'étTÎrai le polynôme 
entre parenthèses à la suite d'une équivalence, je le ferai précéder, non plus 
des trois lettres initiales inod., mais des trois lettres initiales div. C,ela posé, 
la formule 

(31 <f(x) '=LYM, (div. BT .x)] 

exprimera que les deux polynômes ® (x) , ÿf (x) sont équivalents entre eux , 
suivant le diviseur !y(x), ou, eu d'autres termes, que les deux polynômes, 
divisés algébrii|Ucmennt par si (x), fournissent le même reste. Celte éqiiiva- • 
lencc pourra donc toujours être remplacée par une équation de la forme 

ç(x) = x(x) -f- Hsr(x), 

U désignant une fonction entière de x. 

Il est aisé de voir que des équivalences algébriijucs , quand elles sont 
toutes relatives au même diviseur, peuvent être, aussi bien que dc.s équiva- 
lences arithmétiques, combinées entre elles par voie d'addition, de soustrac- 
tion et de multiplication. Ainsi , par exemple , si , en prenant bt (x) pour divi- 
seur algébrique , on désigne par 

?(•*■}. Çi(J^). /Jx), •• 

divei-ses fonctions entières de x, les formnles 
(5) ?(x)j=:/.(x), p,;x) — ?>(•*•):=; 

entraîneront les suivantes: 

(<j) 9 !•*. 9< W + ?» • • 

(7) ? (J^) 9. (^)--- 

Et. d'An. €t A* l‘&. T. IV. iZO* ÎÎYT.) 


= X (■*■) + /.< W X» (*)+••• > 
^X('^)Z«Wx» (*)•••• 

la 
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Effcclivcinent, les (ormiiles ( 5 ), présentées sons la forme d’éqnations véri- 
tables, deviendront 

( 9 (*) = X W + " ® («). 

1 ?. W = X- W + ® (^)’ 

I = X»tJ^) ■+- 

U, U, , U, , ... étant des fonctions entières de x. Or des formules (8), com- 
binées entre elles par voie d'addition et de mnltiplication , on tirera 

et 

(10) ç(x)9,(x)f,(x)... = xV-*)X'WX«r*’)'---+ '■'’(■*■)> 

11 , V étant des (onctions entières de x déterminées par les formules 

Il = Il + «, -I- M, -t- . . . , 

V = ««, w, . . . [Br(x)j*"' 

^ [“<«>• ■ xW ““i- • ■x<v*^)-+- 

etc. . . . 

«Xi (•»■) X > (•*)••• -é- “< xl-’') X > X X< t*) 

Or, la fonction entière sr(x) étant prise pour module, les é<|uatiüus (g), (lo) 
peuvent être présentires sous les formes (6) et (7). Ajoutons que si, dans la 
formule (7), on suppose les fonctions <f (x), f, (x', Ç»(x) égales entre elles , 
on aura, en désignant |»ar m le nombre de ces fonctions, 

(11) i?(x)r [x('*)r- 


De la formule (11) comparée à la formule ( 3 ), il lésullc <|ue, sans altérer 
une équivalence algébrique, 011 peut élever ses deux iiicmbres à la m""'' puis- 
sance, quel que soit le nombre entier m. 

■lorsqu'on a fait passer dans le premier mciiibre d'une équivalence algé- 
brique tous les termes que renfermait celte équation , elle se réduit à la forme 

(ta) f (x) O |div. sr (.r) | , 

f(x) étant une fonction entière de x. .Supposons maiiitriiaut que, la fonc- 
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tion ra(x; élaul du dt gré n, on nomme 

r„ -t- t.x + . . . -t- t-V-i JC*"' 

le i"es(e de la division algébrique de f{x) par 5t(x). lié<|uival<MUe ' i a) pourra 
être présentée sous la lurtne 

( 1 3 ) c„ -I- f. j: -t- . . . -t- f,-j J-*“’ + f,_, X*-' = O. 

Ur, comme l’équation (i3) devra subsister, quel que soit x , on en tirera, en 
posant jr = O, • 

l'o = O- 

t.tn aura donc encore 

c,ar -t . . + c^,x" ’ -+- c,_,x"-' = o; 

puis, en divisant parx, 

c, X -H f„.,x"'' f,_, r*“* = O. 

Cette dernière équation devant elle-même subsister, <)nel que soitx, on en 
tirera 

c, = o; 

et, en continuant de la sorte, on finira par reconnaitre que la formule (i3) 
entraine avec elle n équations distinctes, savoir, 

(14) èo = o, f, = O e,., = o, c._, = O. 

Donc, lorsque le diviseur st(x) est une fonction entière du dep,ré n, une 
équivalence relative à ce diviseur entraiue avec elle n équations , qu on 
obtient en divisant le premier membre par ®(.t), apres avoir fait passer 
tous les termes dans ce premier membre , et en égalant ensuite à zéro les 
coefficients des diverses puissances de x comprises dans le reste de la divi- 
sion effectuée. 

Pour montrer une application très-simple des principes que nous venons 
d’établir, considérons en pariiculier le cas ou le diviseur ®r(x) .se réduit au 
binôme x” — i . Comme ce binôme divi.scra la différence 

X"" — I, 

quel qui' soit d ailleurs le nombre entier /ti, on aura généralement 

(15) x"“ — I o (div. X" — i), 

13 . 
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nu, ce qui revirni au môme. 


puis, en multipliant les deux membres de la formule (i6) par x', on en 
tirera, pour des valeurs entières quelconques de / et de m , 


.Si, dans celte deriiiere formule, on attribue successivement à / les valeurs 


ou en lirera 


I, a, 3 ,. . « — I, 


) .-S=r Jc' 




le diviseur étant toujours le binôme x" — i. Soit mainteiiaiii 

,( 19 ) f (x) = tf O -t- rt, -f- + • • + <*«■ 3 ^ -t- “«+» -t- . . . -I- li j,a . 

imc fonction entière quelconque de x. Gomme, en vertu de la formule (17^, 
on aura {’énéralement 

^ ti„,^,x' (div. x" — 1); 

lequatioii (ig) donnera 

/ f(x) + tt» + <îî« + • • • . 

1 + («I -t- -t- -*- • • •) / 

no) ' + «.0+ (div. .r"-i). 

\ -t- («»-i • • .) X"-' ) 


Celte dernière formule fait connailre immcdiatemeiil la fonction entière de x 
du degré n — qui représente le reste de la division algébrii|ue de f(x) par 
le binôme x" — i. On peut d’ailleurs étendre la lormule (20) au cas ou, 
le second membre de l'équation (19) étant composé d'un nombre infini de 
lermcs, la fonction f (x) serait , en vertu de cette équation même, la somme 
d’une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et ascen- 
dantes de la variable x. 
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Coiisidéruns encore le cas ou le diviseur se réduirait au binôme x* 4- i . 
Comme ce binôme divisera la différence 

x"" — (— i)”, 

quel que soit d’ailleurs le nombre entier m, on aura généralement, pour des 
valeurs impaires de m , 

(at) (div.x" * i), 

ou, ce qui revient au mèmi', 

(аа) x"" — I, 

et , par suite, 

(a3) 

l étant un nombre entier quelconque. On trouvera, au contraire, pour des 
valeurs paires de ni , 

(a4) x"' — I O (div. x" -l- t), 

ou, ce qui revient au même, 

(a5) X'"" I , 

et, par suite, 

(аб) .r”"^ :z=' x'. 

Cela posé, il est clair qit'cn prenant pour diviseur le binôme x" -t- 1 , on dé- 
duira de l'équation (tq), jointe aux équivalenees (a3) et (a6) , non plus la for- 
mule (au), mais la suivante : 

. f (x) . n „ ü g -t- n 3g ... . 

I -H (fli — <»s+i «jo+i — • ■ / 

(a7) -I- (rti — .)x* r (div, x" -é i). 

I 

\ -t- (<T,_, — -I-. . ,)X"-' / 

Cette dernière équivalence fait immédiatement connaitre la fonction entière 
de X du degré n — i, qui représente le reste de la division algébrique de f(x) 
par le binôme x" i . 
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§ II. — SubsUtHOon fies *^fUii>aU:nres algébriques auj é<fmaUons tmagtnmrts , 

Uaii'i 1.1 ihifone des équivalences algébriques substituée à la théorie de» 
iiuagiuaires, la lettre i cessera de ri, présenter le signe symbolique \ — i, que 
nous répudierons complètement , et que nous pouvons abandonnei sans 
rej'rel, puisqu’on ne saurait dire ce que signifie ce prétendu signe, ni quel 
sens on doit lui attribuer. Au contraire, nous représenterons par la lettre i 

une quantité réelle, mais indéterminée; et, en substituant le signe au 

signe = , nous transformerons ce qu’on appelait une é//ualion imaginaire 
en nue équivalence algébrique, relative à la variable i et au diviseur -t- i . 
D’ailleurs, ce diviseur restant le même dans foules les formules, on pourra 
SC dispenser de l’écrire. 11 suffira d'admettre, comme nous le ferons cffecti- 
vemeut, que le sij'ne indique toujours une équivalence algébrique rela- 

tive an diviseur i" -4- i. Cela posé, on passera sans peine des équations qui 
renferment une variable réelle aux équivalences qui devront remplaci'r les 
équations imaginaires. El d'abord, comme le binôme 


divisera généralement la différence 

quel que soit le nuiubre entier rn, on en conclura 

(,) O, 


ou, ce qui revient au lueine , 

(») 


■A- i)"; 


puis, en multipliant par i les deux noiubres de la formule (i6), on trouvera 
encore 


(3) 


r(- 


Par suite, si Ion remplace successivement le nombre entier m par le 
nombre pair am, et par le nombre impair im -i- i, ou tirera des formules (a) 
et (3), 

(4) t*” 1, i*’”*' - i, f *'"■’* ^ — < 

Eu égard à ces diverses formules, si Ion nomme f (i) une fonction entière 
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de I déterminée par l'éqiiaiiou 

( 5 ) f(j) — - 4 - fl,/ -)- (/,(■’ -t- ( 7 ,/’ + rt,/‘ -* fl,/’ 4 -..., 

on aura eucor/: 

(6) f(i) fl, -+ fl. - a, -t- ... 4- (fl, — fl, — fl, — fl, -H . .)/. 

Observons, au reste, qu'on pouvait déduire inimédialemi-nt les éi|uiva- 
lences ( 4 ) et (6) des formules (a 3 ), (a6), (37) du premier paragraphe, en 
remplaçant dans ces formules le nombre n par le nombre a , cl la lettre x pai 
la lettre i. Observons, de plus, que la formule (6) peut être ét<-ndii/* au cas 
où, le second membre de l'équation (6) étant composé d'un nombre infini 
de termes, la fonction f(t) serait, en vertu de cette équation même, la 
somme d'une série couverRcnte ordonnée suivant les puissances ascendantes 
et entières de la variable /'. 

Si la fonction f (i) est le produit de deux facteurs linéaires 
a St, y + ài, 

il sera facile de la développer suivant les puissances asceudaiiies de/. Ou aura , 
en effet, 

(7) (a -t Si) (y + ùi) = ay -t- {ad -4- 6y)i + Sd/’; 

et, de uiciue que l'équation ( 5 ) enli ainc l'équivalence (6), de meme l'équa- 
tion (7) cntraiiicra la formule 

(8) (a + Si) (y -+- di) :z=:i ay — 6d (ad 6y)i. 

Si, dans l'équivalence (7), ou réduit le binôme y -t- di à la forme a — ëi, 
elle donnera 

(9) la -I- Si) (a — Si) a’ -t- S*. 

Ajoutons que, si dans la formule (8) , on ciiaïqje le Sicile de la variable /, on 
trouvera 

(10) (a — Si) (y — d t) ay — Sd -t- (ad -t- Sy) i. 

Enfin, si Ion combine entre elles, par voie de multiplication, les éqiiivâ- 
leuccs (8)ct (10), on eu conclura, eu égard à la formule (y), 

(1 1) (a’ -I- S’)(y* -t- d’) — ' (ay — Sd)’ -h (ad -t- Sy)*. 

D'ailleurs, les deux membres de la formule (1 t) étant indépeiidanls de r. 
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coïncident avec les restes qu'on obtient , en les divisant algébriquement 
pari’ ■+- I. Donc le signe li:::’, employé pour indiquer l'égalité des restes, 
pourra être remplacé, dans la tormule(i i) , par le signe =, et cette formule 
pourra être rédiiite à l’équation 

(ta) (a’ -a- §’ )(•/’ -4- ^’) = (ay — So')’ a- (œd a Sy)’, 

qui, lorsqu’on attribue des valeurs entières aux quantités a, ê, y, fottrntt , 
roinine Ion sait, la proposition suivante : 

Si l'nn multiplie l’un par l'autre deux nombres entiers dont chacun soit 
la sonune de deux carrés, le produit sera encore une somme de deux 
carrés. 

On vient de voir que, dans la lorttiule (i i) , oti peut remplacer le signe 
par le signe =. En général, comme dans toute équivalence relative an divi- 
seur i’ -I- I, le signe indique l'égalité des restes qu'on obtient en divi- 

saut deux fonctions entières de i par i ’ i , il est clair «pte si les ileux 
membres tle l'éifuivalence se réduisent à des Jonctions linéaires de i, on 
pourra remplacer encore le signe ' — ' />ar le signe = , et iv'duire ainsi l'é- 
<!uivalence proposée à une équation véritable. 

Considérons maintenant l'une quelconque des équivalences algébriques 
qui se rapportent au diviseur t’ 4- i. Si, après avoir fait passer totis les 
termes dans le premier membre, et réduit ainsi réc|uivalenee proposée à la 
forme 


(i3) 

on nomme c„-l- c,i le reste de la divisioti algébrique d<- f(/) pari’-t-t, 
l'équivalenee (t3), transformée eti une équation véritable, pourra s écrire 
comme il suit i 

(t4) c„ -s- c, i = O. 


D'ailleurs, l'équation ( t4) devant subsister, quel qtte soit i, ou en tirera d'a- 
bord , en attribuant à i mie valeur nulle , 


(|5) C„ = I. 

De plus, de la formule (i 4), jointe a la formule (i 5), on tire, quel que soit i, 


et, pnr conséc|uent , 


Cf i = O . 


(i6, 


c, = o. 
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L'équivalence (i3), substituée à une équation imaginaire quelconque, en- 
traînera donc tonjoiii-$ avec elle deux équations réelles (i.î) et (i6), i|ue l'on 
obtiendra en é{;alant à ^éro la partie constante et le coefficient de j, dans 
le reste de la division f(i) par f’ -s- l. I,cs deux équations réelles dont il 
s’agit sont précisément celles que l’on considérait comme pouvant être sym- 
boliquement représentées par l'équation imaginaire à laquelle nous avons 
substitué l'équivalence (i3). 

^ lï! — ('sagr dt's êtfuit^tenccs atgèbriqun dans ta trigonomt^r rt dam Vanatyte de< 

%ertions angulaires. 

Si, dans la formulcffi) du paragraphe préci'-dent, un remplace les biuOmes 

a -(- ê/ , 7 + (?/' 

par des binômes de la forme 

cosx ^ i sin x , cos jr -f i sin jr, 

elle donnera 

(cosx -t- /sinx) (cos_ 7 ‘ + isinj') ' — ~ cosj: cos _7 — sinx sin T' 

a- » (sinx cos^ + sinj^ cosx, 

ou, ce qui revient au inénie, 

( I ) (cos X -t- I sin x) (cos J- -h i sin jr) cos(x j) -t- t sin (x +- j-). 

t7n peut donc énoncer la proposition suivante : 

i“ Théorème. Pour obtenir une expression équivalente, suivant le divi- 
seur j’ -f- I. au produit d’mi binôme de la forme 

cos X 4- t sin X 

par le binôme semblable dans lequel celui-ci se transforme quand on rem- 
place X par^, il suffit de remplacer, dans le premier binôme , l’arc x par la 
somme x ^ jr. 

Corollaire. Si, apres avoir obtenu la formule ( i o) , on multiplie les deux 
membres de cette formidc par un troisième binôme de la tonne 

eus Z 4- I sin Z, 

alors, en avant égard au théorème énoncé, on trouvera 

(cos X +■ I si U x) (cos J -i- /' si n _ 7 ") (cos z -+- < sin z) 

— • cos(x +■ y à 4- fsin {x y -h z). 

aan rt ilr l‘kri. m.lh., T. tV SO* tiVT. ) t3 
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Il y a plus; en opérant plusieurs lois de semblables multiplications, on 
déduira évidemmenl du i" théorème la proposition suivante : 

T'/tihrémp. Pour obtenir une expression équivalente, suivant le divi- 
seur -t- t, au produit du binôme 

cos J" -t- (' siii X 

par les binômes semblables dans lesquels celui-ci se trausformi; quand un 
remplace r par jr ou par 2, . . . , il suffit de renq>lacer dans le binôme pro- 
posé l’arc X par la somme 

-t -f- -I- 2 -t- . . . . 

Coixillaire Si, dans le a' théorème, on suppose les arcs x, 2, . . . tous 
é;;aux entre eux , alors , en désijjnanl par n le nombre de ces arcs , on verra leur 
somme se réduire au prodtiit nx , cl l’on obtiendra la proposition siiivanlr : 
V Théorème. Si l'on divise la n""*' puissance du binôme cos x -t- isina 
par t’ -I- I, le reste de la division sera cos ux -t- i siu nx. 

fel est , dans la théorie des équivalences algébriques , l’énoncé du thcoréiiie 
lie Moivre. Ajoutons qu’en vertu des conventions adoptées , ce tin'-orème sera 
exprimé analyiiquemenl par la formule 


ri 1 (cos X + i sin x)" ^ cos nx - 4 - 1 sin nx. 

Voyons maintenant quelle est l’équivalence algébrique qui doit être sub- 
stituée Â la relation découverte par Kiiler, entre les sinus et rosinus et les 
exponentielles imaginaires. 

On prouve aisément que l’expoueutielle c* peut toujours être développée 
en une série coiiverpente oi-donnée suivant les puissances ascendantes de.r, 
a I aide de la formule 




e' = 1 -t- - ■ 


3 ^ i.i.3 ^ ’ 

en vertu de laquelle c" peut être considérée coimne une fonction entière 
d( X, composée d’un nombre infini de terme.s. 

IVailleurs, si, dans la formule ( 3 ), on remplace ,r par ix, on en tirera 


{4 


■t 4 f’-t- — -J-. 

I . ï I .a. 3 


Cela pos<-, la formide ( 0 ) du para|;rapiie précèdent donnera 


1 .1 1 .2.3.4 


. . 4 ( 


i{-~ 

I 1.2.3 / 
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Mais, Hmitrp pari, on ôfablit ais^menl 1 rs équations 




( 


cos X = 1 — 




sm X = 


I 1.3.3 


noue la tui-mule ’i) donnera simplement 

(7^ ' — cosx + (sinx, 

rl I on pourra énoncer la pruposition suivant! : 

4 * Théorème. Si l'exponentielle e“, développée suivant les puissances 
ascendantes de i, et consiilérée, dés lors, comme mie fonction entière de i , 
est divi.st-e al{>ébriquement par le binéme /’ -t- i , le reste de la division sera 
précisénii nt le binôme 

cosx -t- i.sinx. 


Tel est, dans la théorie des équivalences algébriques, l'éuoncé du lliéorènn- 
d'Euler, qui, d’ailleurs, se trouve implicitement renlermé dans la formule (7). 

Il importe d’observer que la transformation des formules de Moivre et 
d'Ruler en équivalences algébriques nempeebe point de tirer de ces for- 
mules toutes celles qu'on en déduit ordinairement. Ainsi , par exemple , 
veiit-on tirer de la formule (a) les valeurs de cos nx et de sin nx exprimées en 
fonctions entières de sm x et de cosx’ Il suffira d’observer qu'en vertu des 
formules ( 5 ), (6) du § II , l'équation 

(n -i- hi)" = a’ ■+■ na"~' hi -1- 
^ ' I .a 


entrainera l'équivalence 

I (a -t- bi)" — 'a" — /<* -t- . . . 






-1- i(na"- - " Tt 3 ' ~ ^ fc» -t- . . . ) . 


et, qu eu égard à cette dernière, dans laquelle on peut i*emplacer a cl h 
par cosx et sin jt, la tormule (a) donnera 

i cos nx H- f sin x sin* x . 

} 1.2 

i / « 1 ■ ^ - , 

f -hi (« cos"*"’ X sin X ^ - cos":*xsiirx-t-...V 

' 12.0 * 


i 3 . 
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Or, los deux membres de l'équivalence (9) étant des facteurs linéaires de /, 
coincidei'ont avec les restes de leur division par 1* + i . Donc le signe " — . 
employé pour indiquer l'égalité des deux restes, pourra être remplacé, dans 
la formule (g) , par le signe = , et l'on aura encore 

i m «(« — 0 - « 

l cos/ur -t - 1 sm nj- = cos x cos"~’ arsiu’ j: f- . . . 

('“) 

I + I (ncos"”*x siiix i •'cos^'^'xsin’x 

' 1.1.3 

Ajoutons que, l'équation (10) devant subsister pour une valeur quelconque 
de J, et, par conséquent, pour / = o, les parties indépendantes de i dans les 
deux membres devront être séparément égales entre elles. Donc l’équation (10) 
entraînera les deux liquations distinctes 


(") 


cos rue = cos"x — ^ co.s"“’xsin'x 

I .2 

_ . A //Z l) (a 2) „ , . , 

sin njT = ncos*~*xsinx ^ icos"^’xsm*x 4- . , . . 

1 . 2.3 


§ IV. — .Sur irs mmiuirt et les arguments des binômes de la forme > -J- 
On s'assure aisément que tout binôme de la forme 

3 Si 

peut encore être présenté sous cette autre forme 

r(cos/ -(- tsinf), 

r étant une quantité positive. En effet, pour que les deux expressions 
3 -t- Si, r(cost + /sin/) 

représentent nue seule et même quantité, quelle que soit dailleurs la va- 
leur attribuée à /; ou, en d autres ternies, pour que i restant indéterminé, 
on. ait toujours 

(i) 3 -t- S/ = r(cos/ -J- /sin/), 

il suffit que r et / satisfassent aux deux équations 
(i) a = rcos/, S=:r8in/. 

Or on peut y satisfaire en posant 

( 3 ) 
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et prenant ensuite pour t l'un (|uelconqiie des arcs dont le sinus et le cusiiius 
sont déterminée par les formules 

St 6 

(4) cos 1 = - y sin t = - , 


qui peuvent être vérifiées siinultancmeul , puisqu’on en tire, eu égard à la 
formule (3) , 

(5) cos’ t -t- sin’ t = i . 


I.a valeur positive de r, fournie par l’équation (3), est ce que nous appel- 
lerons le module du binéine « -t- 6t. L’arc t, déterminé par les formules (4), 
sera Var^ument du même bini'tmc. D’ailleurs le module r, correspondant à 
des valeurs données de a, 6, offrira évidemment une valeur unique déter- 
minée par l'équation (3), tandis que l’argument t , déterminé par le système 
des équations (4), offrira une iuKnité de valeurs représentées par les divers 
termes d'une progression arithmétique dont la raison sera la circonférence ai; 
correspondanle au rayon t. 

Si le module du binôme a -t- 6/ se réduit à zéro, l’équation 

( 6 ) r = O, 

que l'on pourra présenter .sous la forme 

a’ 6’ = O, 

entraincra nécessaireinent les deux suivantes : 


(7) a==o, 6=0, 

et l’on arriverait encore aux mêmes conclusions, en partant soit des équa- 
tions (a), soit de la formule (t). Ainsi, pour que, dans un binôme de la 
forme a -I- 6i, les deux parties s’évanouissent, ou, en d'autres termes, pour 
.pic ce binôme s’évanouisse, quel que soit/, il suffit que le moduler se réduise 
à zéro. 

Si, au lieu d’un seul binôme a -h Si, on considéré deux binômes de la 
même forme, savoir: 

a -t- Si et '/ -H &i , 

et si I on nomnic r, / ' les modules de ces deux binômes, en sorte qu’on ait 

r = (a’-l-e’)i r'=(-/’-t-d’)i 
ia >omme des deux binômes, savoir: 

fit y +■ ^6 *+’ J 
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Jiira pour module l i c|iiaii(ilé 

*-0 *-^7 = /•" -4- a jaf — '/(f ') *. 

tandis que leur difïeirnce 

a — 7 (ê — <} ' I 
aura pour module la quaiitilt' 

f (a - S' > -h (7 - o"i‘ 1 » = [;•-(- /■'» - U («Ê - -/c?) ]i 

Mais, d'autre part, eu remplarant â par — ÿ dans la iormuie (i i) du § Il 
on eu tirera 

(a> -4- g'=)= ,a7 éi?)* - éy'», 

et I on en conclura 

.2 / - î<? ’ < ,a' - ê") 7’ -e d" ,i, 
ou, ce qui revient au meme. 

{•xy £o' < /•* ; 

Donc, par suite, la valeur numérique de la soninie ‘ 

iy -t- co' 

sera inférieure au produit rr\ et les niodiiles des deux binftnies 
a -4- 7 -+- (ê -t- !?) I . « — y -J- (s — e')* 

sei-oni tous deux compris entre la limite inlériciire 

• [r’ — a//' /■'’]» = ±: (/ — ;•') 

et la limite supérieure 

I r* Q rr' r'“] = r -i- r'. 

En conséquence, on peut énoncer la propusilioii suivante . 
i" Tfiénrème. La somme de deux biiiAraes de la forme 

fi ■ 

a 0/ 

est, ainsi que leur différence, un nouveau binôme de la même forme, qui 
offre un module compris entre la somme et la différence de leurs modules. 
Si l'on ajoute successivement les uns aux autres plusieurs binômes de la 
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loriDf a -4- Si, Jiloi-s on di^duira immédiateuiL-nt du i" tbéorème la propo- 
sition suivante : 

a' Théorème. I.a somme de pliisieni's binômes de la forme a -f- offre 
un module inférieur à la somme de leurs modules. Si d’ailleurs, parmi les 
binômes donnés, il eu existe un dont le module r soit supérieur à la somme j 
des module.s de tons les autres, la somme de tous les binômes offrira nii 
module supérieur à la différence r — s. 

l’our abréger, nous appellerons module et argument d'une ionetion i‘n- 
tiere de i le module et l’argunient du reste i|ue l'on obtient i|uand on divise 
celte fonction par t’ -f- i. Cela posé, toute fonction entière de t offrira tou- 
jours un module unique et une infinité d'arguments représentés par les 
divers termes d'une progression arithmétique , dout la raison sera la circon- 
férence as. D’ailleurs, les i" et a' théorèmes eniraineroni évidemment les 
propositions suivantes : 

y Thmième. La somme de deux fonctions entières de i offre, ainsi que 
leur différence, un module compris entre la somme et la différence des 
modules de ces deux fonctions. 

4* Théorème. La somme de plusieurs fonctions entières de i offre un 
tuodiile intérieur à la sotnme de leurs modules, fii d'ailleurs , parmi les 
fonctions données, il en existe une dont le modiile r soit supérieur à la 
vmime s des modules de toutes les autres, la somme de toutes les fonctiniis 
offrira un module supérieur à la différence r — j. 

Si l'on iiiiiltiplie l'un par l’autre deux binômes de la forme 

a -4 ê», •/ 4- ili , 

oti anra, eomme on l'a vu dans le Il , tioti-sculemeut 

(8) a -4- Si) (y -t- di) aê — yo' -t- (at? -e Sy)/, 

mais encoi'e 

(()) fa' ô’ ny’ -+■ o'*) = {aS — yJ)’ 4- (ad -4 §y)’. 

Si, il aillettrs, on iionime , rr' les niodiiles des deux binômes 
SL -t- Si , y -i- d / , 

et I le module du produit de ces binômes, la formule (q) pourra s'éerire 
comme il suit : 



( *"4 ' 

i‘t l'on l'n tirera 

I 

I i) n ' = V. 

Donc te piyxJuit Hu module des deux binômes de la Jorme a. + ëi est égal nu 
module de leur produit. 

Au resie, celte dernière proposition, et plusieurs autres qui s'en dêdiii- 
seut, peuvent encore être facilement démontrées de la manière suivante : 

Kn vertu de la furnuile (■j, du paraqrapbc précédent, on aura 

(li) cos / -(- / sin < e"; 

et , en conséquenc e , l'équation ( i ) cntrainera toujours avec elle I équivalence 
(l'i) a-eêt'^re", 

dans laquelle r désigne le module et t l'argument du binùnie a -h îi. Ce 
binAme pmivaut d’ailleurs être le reste qu’on obtient quand on divise pai 
I* -f I une fonction entière quelconque de i, la formule (i3) entruinera évi- 
demment la proposition suivante ; 

5' Théorème, lorsqu’on prend pour diviseur algébrique le binôme i , 
une fonction entière quelconque de i est équivalente au produit de son mo- 
dule r par l'exponentielle népérienne e", dans laquelle t désigne l’argumeni 
de cette fonction. 

Comme, étant données plusieurs expressions de la forme ^ _ 
re", r'e", rV'",..., 

le produit de ces expressions sera 
rr'r’... 

tandis que la n""” puissance de la première sera 

r"e“'; 

le 5' tbéorème entraînera encore évidemment les propositions suivantes : 

6' Théorème. Le produit de plusieurs fonctions entières de l'indéter- 
niinée i a pour module le produit de leurs modules, et pour argument la 
somme de leui-s arguments. 

7' Théorème. La té’""' puissance d’une fonction entière de i a pour module 
la puissance du module de cette fonction, et pour argument le produit 
du nombre n par l'argument de la même fonction. 
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Comme le module d'uoe quantité a iudépendantc de la variable i se ré- 
duit à la valeur numérique a de cette même quantité, le 5 ' théorème com- 
preud évidemment la proposition suivante : 

d* Théorème. I<e produit d’une fonction entière de rindéterminée i par 
une quantité a indépendante de i a pour module le produit du module de la 
fonction par la valeur numérique a de la quantité a. 

Observons eucore que île la formule (l 3 ), on tire non senleineut l'équiva- 
lence 

(i4; (« -(- r"e"', 

qui s’accorde avec le 7' théorème, mais encore, eu e|;ard à la formule (la), 
l’équivalence 

(1 5 ) (a -H éi y r“(cos fir -I- / sin rr/), 

à laquelle 011 parviendrait aussi en élevant à la n‘"”' puissance chaque 
membre de la formule (1), et en ayant égard k la formule (a) du paragraphe 
précédent. 

Supposons maintenant que l'on pose, pour abréger, 

(16) jr = a -H- êi. 

Soient d'ailleurs, comme ci-dessus, r le module et t l'argument du binôme 

a -t- St; 

r et 

seront les modules respectifs des quantités ' . ‘ 

X et x", 

qui vérifieront les formules 

(17) X irirc", 

1,18) x":=ir"e"". . 

•Soit encore f(x) une fonction entière de x. du degré «, en sorte qti on ait 
(19) f(x) = rt„x" -t- «.x"-' a,_,x + 

Enfin, désignons par 

t • • • S ^«->1 * 

les valeurs numériques îles coefficients 

*^l»*'*ï » fl»' 

Ex. rf'a,. ,1 dr p\r,. Sbiis., T t\ . i40* n»r.) ' 4 
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l.e$ divers termes de la fonciion f(x) déterminée par l'équation (i/() aui-oni 
pour modules respectifs les quantités positives 

(ao) • a»r", a,r"-*,..., a,_,r, a,, 

qui sont respectivement égales aux produits du facteur r" par les divei> 
termes de la suite 



D’autre part , la fonction 

f(«) = f(aH-S/), 

étant divisée par le binôme /* -(- i , fournira un reste de la forme 

que l’on pourra réduire à la forme 

R (cosT -+- 1 sinT), 

en nommant B le module de la fonction, déterminé par la formule 
(aa) . R = vP*':i:Q*, 

et T l'argument de la même fonction, déterminé par le système des deux 
formules 

(a3) cos T = ^> sin T = 

Observons maintenant qui;, pour de très-grandes valenrs de r, les termes de 
la suite (ai) étant tons très-petits, à l'exception du premier, celui-ci surpas- 
sera, si r est suffisamment grand, la somme de tous les autres. Alors aussi le 
produit de a„ par r", ou le premier terme de la suite (ao), surpassera évidem- 
ment la somme des autres termes de la même suite, puisque cette seconde 
somme sera équivalente au produit de la première par r". Cela posé, on 
conclura immédiatement du 4* théorème que le module R de la fonction 

f (ari = f (a 

est non-seulement inférieui- à la somme . . 

aor“ + a, r*-' -t- . . . -4- a_, r a„ , 
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inai« encore supérieur, pour des valeurs de r stiffisamiiient grandes, à la 
différence 

a„r" — (a,r*-' a„_,r f- a,); 

en sorte qu’on a, pour de très-grandes valeurs de r. 


(a/, 


R > r" ( a„ 


•Il 

7 r» 



Or, le second membre de la formule (a 4 ) étant le produit du facteur r" par 
la différence 





qui s'appioche indétiniment,pour des valeurs croissantes de n,de la limite a„, 
nn peut affirmer que, le module r venant à croître, le module R deviendra 
infiniment grand , en même temps que r”. On peut donc énoncer la propo- 
sition suivante : 

9* Théorème. Supposons que, pour abréger, on désigne par la seule 
lettre X le binémc a -l- îi, dans lequel / désigne une variable indéterminée. 
Soit d'aillems, f(x) mie fonction entière de x composée d'un nombre fini de 
termes. Si l'on fait croître indéfiniment le module r de la variable x, le mo- 
dule R de la fonction f(x deviendra infiniment grand, pour des valeurs 
infiniment grandes de r. 


§ V. — Sur la inbstitation tirs racines tirs êifutvatrncrs al^rbritjuts atu: racines imagtnatrts 

tir» rtfuatian t. 


Soit, coiiiine dans le paragraphe piécédeni, f (X) une fonetioii entière du 
degré n, en .sorte qn’oii ait 

f (x^ = a„x“ + a, x"~' -I- . . . -t- a^, X ■+• 11, , 

les coefficients <i, , . . . , a„ étant des quantités réelles. I.a?s valeurs réelles 
de X qui satisferont à réquation 

(•) f = O, 

sont ce qu'on appelle les racines réelles de cette équation. D'ailleurs le 
nombre de ces racines sera quelquefois égal, souvent inférieur an degré n 
de l'équation, et même, si ee degré est un nombre pair, toutes les raciues 

i 4 
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rédics pouiTonl disparailrc à la fois. Mais si, en posant 
(a) x = a-f-€», 

on remplace dans la formule (i) le si(;nc = par le signe ~ celle formule, 
réduite à l'équivalence 

(3) f(a:)i=io, 

aura toujours des racines, c'e.st-à-dire qu'elle pourra toujours être vérifiée 
par des valeurs de x de la forme a + 6/. En d’autres ternies, on pourra 
toujours trouver des systèmes de valeui-s réelles des quantités a cl S, pour 
lesquels se vérifie la condition 

(.4) f (« -t- S») ®- 

Il y a plus; le nombre des racines de l’équivalence (3) sera toujours égal à n , 
et l'on peut énoncer les propositions suivantes; 

i" Théorème. Quelles que soient les valeurs réelles attribuées aux coel- 
ficienls 

^0 » 1 • ■ • » » 

l’équivalence (3) a toujours n racines, et n’en saurait avoir un plus grand 
nombre. 

a" Théorème. Si l’on désigne par or, , x,, . . ., jr, les n racines de l’équi- 
valence (3), le polynôme f (x) sera équivalent au produit des facteurs 
linéaires 

en sorte qu'on aura 

(5) f (x) .i^(x — X,) (x — X,).. . (x - x„). 

3* Théoièine. liorsque, dans une équivalence du degré n, le coefficient a„ 
du premier terme est réduit à l'unité, les coefficients n, , a,, n,, . . ., du 
deuxième, du troisième, du quatrième, ..., du dernier terme, étant pris al- 
ternativement avec le signe — et avec le signe + , sont respectivement égaux 
à la .somme des r.xcines, ou aux sommes des produits qu’on obtient en mul- 
tipliant ces racines deux à deux, trois à trois, etc., ou enfin au produit de 
toutes les racines. 

On pourra aisément démontrer ces diverses propositions, et même les 
étendre au cas où cbaciin des coefficients compris dans la fonction entière 
f (x) serait remplacé par un binôme de la forme a ■+■ Si, si l’oD part des 
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principe* établis dans le paragraphe précédent, suiloiil dans le § IV, et >i 
l’on suit d'ailleurs la marche que j'ai adoptée, dans le IV' volume des Exet- 
cices de 3frUhe'inalic/ues,eii démontrant les propositions l'orrespondanles de 
la théorie îles équations. Pour que les démoustralioiis données uloi's de- 
viennent applicables aux propositions nouvelles, il n'y a prestpie autre 
ehose à faire que de remplacer le signe = par le signe - , et les mots 
Afunlinns, égal, etc., par les mots équivalence, équivalent, etc. 

On voit maintenant quelle idée on doit se former de ce qu'on appelait les 
racines imaginaires des équations. Dans la nouvelle théorie, elles deviennent 
des racines réelles d’équivalences algébriques. Ainsi, par exemple, lette 
proposition qne Véquation binôme 

X* -t- 1 = O 

fj pour racines les quatre expressions imaginaires comprises dans la 
Jormule 


± 1 ±:i 



i étant une racine carrée de — i, devra s’énoncer dans les termes suivants: 
équivalence 

, X* -+- I O 


a pour racines réelles les quatre quantités comprises dans la Jonmde 

± I ± < 

V'â 

En d’autres termes, si l'on prend pour x l’une quelconque des quantités 
comprises dans la formule 

± I ± I 
y/a 

x*-i- 1 sera divisible algébriquement par i* + i. ' • 

liorsque,dans une racine x = a 6i de l'équivalence (3), le coefficient S 
se réduit à zéro, cette équivalence, réduite à la forme 

f(a)i=Lo, . ^ 

entraîne évidemment l’équation ' ■ . ■ ' 


par conséquent l'équation 


f{«) = o, 
f (x) = O. 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 
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V Théorème. Parmi les racines de l'équivalence (3), celles qui sont indé- 
pendantes de I sont en même temps des racines réelles de l'équation (i). 

Il est bon d’observer que le binôme i* -t- i ne variera pas si l'on change 
i en — I. Cela posé, si , les coefficients a^, a,,. . . , a„ étant indépendants 
de /, on 'alisfait à l'équivalence (3) par une racine JC de la forme 

a s- S f , 

d est clair qubn y satisfera encore par une racine x de la forme 

a — St, 

puis(|ue, pour déduire cette seconde racine de la première, il suffit de 
changer i en — i. Donc, si en adoptant le langage généralement admis, on 
appelle conjitguéei deux expressions de la forme 

a. I Si , a -t- Si, 

■m pmirra énoncer la proposition suivante : 

à' Thémème. Lorsque dans la fonction f(x) les coefficients ^ont tres- 
mdépendants de i, celles des racines de l'équivalence (3) qui ne deviennent 
pas indépendantes de i sont eu nombre pair, et ces memes racines, prises 
deux à deux, sont conjuguées l'une à l’autre. 

Du V théoiéme on peut imiiiédiatement déduire la proposition connue, 
qui s’i-uonce dans les termes suivants : 

fi' Théorème. Si dans la fonction entière f(x) les coefficients sont tous 
indépendants de i, cette fonction sera décomposable en facteurs réels du 
premier et du second degré. 

lair.sque la fonction f(x] cesse d'être algébrique et devient transcendante, 
les racines de l'équivalence f3), c’est-a-dire les valeurs de x, de la forme 
3 t — êi,.qui vérifient cette éqiiivaknce, représentent encore ce qu'on appe- 
lait les racines rvelles ou imaginaires de l’équation (3), savoir ; les racines 
icelles quand ces valeurs devienneut indépendantes de I, et les racines inia- 
oinaires dans le cas contraire. Alors aussi les théorèmes qui se rapportaient 
aux racines des équations transcendantes, se trausforineiit en théorèmes re- 
latifs aux racines des équivalences transcendantes, et les démonstrations que 
l'un donne des premiers s'appliquent ordinairement aux antres, movennant la 
substitution Mu signe aux signe — , et des mots eymea/ence, écfiiioa- 
/en/.ete., aux mots éfjualion, égal, etc. 
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MÉMOIRE 

9Utl 1RS 


PROGRESSIONS DES DIVERS ORDRES. 


Les progression» sont les premières séries (|ui aient fixé ratteutioii cle^ 
géomètre». Il ne pouvait en être autrement. Diverses suites, dont la rnnsi- 
dcraüoti se présentait naturelleineiil à leur esprit, telles (pie la suite des 
nombres entiers, la suite des nombre» pairs, la suite des nombres impair.-., 
ufti-aient cela de eominiin, que les divers termes de chacune d’elles (•laieni 
équidifférents entre eux; et l’on se trouvait ainsi conduit à remarquer le# 
progrestions par difjértnce, autrement appelées progression arithmélii/iies . 
De plus, en divisant algébriquement deux binômes l’un par l’autre, ou même 
en divisant un monôme par un binôme, on voyait naitre la pivgression par 
quotient^ autrement appelée pivgression géométrique^ ipii offre le premier 
exemple d’une série ordonnée suivant les puissances entières d'une même 
quantité. 

En réalité, une progression arithmétique n’est- autre chose qu'une série 
simple dont le terme général se réduit à une fonction linéaire du nombre qui 
exprime le rang de ce terme. 

Pareillemeiil, une progression géométrique n’est autre chose qirmie série 
simple, dans laquelle le terme général se trouve représenté par une expo- 
nentielle dont l’exposant se réduit à une fonction linéaire du rang de ce 
même terme. 

Il en résulte qu’une progression géométrique est une série simple dont 
le terme général a pour logarithme le terme général d'une progression 
arithmétique. 

Il y a plus; de même qu’en géométrie on distingue des paraboles de 
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divers ordres, de même il semble convenable de distinguer en analyse des 
progressions de divers ordres. En adoptant cette idée, on devra naturelle- 
meut appeler progression arithmétique de l'ordie in une série simple dont 
le terme général sera une fonction du rang de ce terme, entière et du 
degré m. 

Pareillement, il parait naturel d'appeler pmgression géométrique de 
l’ordtv m une .série simple, dans laquelle le terme lûncral se trouve re- 
présente par une exponentielle dont l'exposant eso me fonction du rang 
de ce terme, entière et du degré m. ^ 

tiein posé, le terme général d'une progression géométrique de l'ordre m 
aura toujours pour logarithme le terme général d'une progression aritlimé- 
tique du même ordre. 

lies définitions précédentes étant admises, les progressions arithmétique 
et géométrique du premier ordre .seront précisément celles que l'on avait 
déjà examinées d'une manière spéciale, celles-là même dont les diverses 
propriétés, exposées dans tous les Traités d'Algèbre, sont parfaitement con- 
nues de tous ceux qui cultivent les sciences mathématiques. 

.àjoutons que les progressions arithmétiques des divers ordres , quand on 
les suppose formées d'un nombre fini de termes , offrent des suites que les 
géomètres ont souvent considérées, et que l'on apprend à sommer dans le 
eali'ul aux différences finies. Telle est, en particulier, la suite des carrés des 
nombres entiers; telle est encore la suite des cubes, ou, plus généralement, 
la suite des pnis.sancrs entières et semblables de ces mêmes nombres. 

•Mais, entre les diverses progressions, celles qui, en'xaison des propriétés 
dont elles jouissent, méritent surtout d être remarquées, sont les progressions 
géométriipies des ordres supérieurs au premier. Celles-ci paraissent tout à 
fait propres à deveirir l'objet d’une nouvelle branche d'analyse dont on peut 
apprécier l'importance en songeant que la théorie des progressions géomé- 
triques du second ordre fournit immédiatement les belles propriétés des 
fonctions elliptiques, si bien développées par M. .lacobi. 

sssLvse. 

§ 1 “'. — ConsiHérations genrraies, 

line progression arithmétique n'est autre chose qu'une série simple, dans 
laquelle le terme général correspondant à l'indice «,se réduit à une 
fonction l.inéaire de crt indice, cil sorte qu'on ait , pour toute valeur entière , 
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nulle uii néf>alive de n. 

(i) //, = « 4 - fin, 

n et fi dési|>naut deux conslaiitcs déterminées. 

l’areilleiiieiit, une progression géométrique o'est autre chose qu'une série 
simple, dans laquelle le terme f’énéral n„, correspondant à l'indice n, se 
trouve représenté par une exponentielle dont l'exposant se réduit à une fonc- 
tion linéaire de cet indice, en sorte qu'on ait, pour tonte valeur entière, 
positive, nulle ou négative de n, 

il) u„ = A'**', 

\ , a, fi désignant trois constantes déterminées, il est d'ailleurs important 
d'observer que , sans diminuer la généralité de la valeur de u„ fournie par 
l'équation (a), on peut toujours y supposer la constante A réduite à une quan- 
tité positive, par exemple, à la base 

. e = 3,7182818... 

des logarithmes népériens. 

En étendant et généralisant ces définitions, on devra généralement appeler 
progression arithmétique de l'ordre m une série simple dont le terme géné- 
ral II,, sera une fonction de l'indice n, entière et du degré in. 

Pareillement , il paraît naturel d'appeler progression géométrique de 
l'ordre m une série simple dans laquelle le terme général u, se trouve 
représenté par une exponentielle dont l’exposant se réduit à une fonction 
de l'indice n, entière et^du degré m. 

Ocs définitions étant admises, le terme général «„ d'une progression 
arithmétique de l'oixlre in, exprimé en fonction de l'indice n, sera de la 
forme 

3 ) U, = a„ -t- a,n -h a,n' -i- . . . + a„n“', 

a„,a,, a,,...,a„ étant des coefficients constants, c'est-à-^lire indépendants 
de n. 

Au contraire, le terme général d'une progression géométrique de l'ordn* m 
sera de la forme 

et, par conséquent, il aura pour logarithme le terme général d'une progres- 
sion arithmétique de l'ordre m. 

Er. a Sa. «I lU PS. SUIS., T. IV. (40* llir.) ' 3 
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Si, pour abré(;cr, on pose 

= A'\ X, = K"',.. X, - A“-, 

l'éqiiation (4) donnera 

(5) u„ = x„x" x;' . . . xf. 

I >onc le terme général d’une progression géométrique de I oitlre m peut être 
considéré comme équivalent au produit de m bases divei-ses 

respectivement élevées à des puissances dont les exposants 
I, n, n" 

forment une progression géométrique du premier ordre, dont la raison est 
précisément le nombre n. 

Si au coefficient x„ on substitue la lettre A', et aux bases x,,x„x„..., x„. ,,x„ 
les lettres W’, alors on obtiendra, pour le terme général d'une 

progression géométrique de l'ordre ra, une expression de la forme 

(6) = Ax"yV...o"-'iv”, 

et le terme particulier correspondant à l'indice n = o sera 

(7) "o = k. 

Donc, si l’on nomme A le terme spécial qui, dans une progression géomé- 
trique, correspond à l'indice zéro, le ternie général cori'espondanl à l'in- 
dice n sera, dans une progression géométrique du premier ordre, de la 
forme 

Ax"i 

dans une progression géométrique du deuxième ordre , de la forme 

kxy'i 

dans une progression géométrique du troisième onlre, de la forme 

kx’y't"', 

etc. 

En terminant ce paragraphe, nous observerons que toute progression 
arithmétique ou géométrique peut être prolongée indéfiuimeut ou dans un 
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îfui sens, ou en deux sens opposés. Si m, représente le terme général d'une 
telle progression, celle-ci , indéfiniment prolongée dans un seul sens, à partir 
du terme sera rednite à la série 


on à la série 


«o> "i. «1. • -t 


La même pi'o{[reftsion , indéfiniment proloiif'ée dans les deux sens, sera 


... M_,, tt.», M., Wj 


§ 11. — .iMf les mofiules et sur tes conditions de convergence des progressions géométriques 

des dtpers ordres. 

< Considérons d’abord une progression géométrique de l’ordre m, dans la- 
quelle le tpi-me général u„, correspondant à l’indice n, soit de la forme 

u„ = A-', 

A désignant une quantité réelle et positive, et n une quantité entière posi- 
tive, nulle ou négative. Si l'on sup|>ose cette progression prolongée indéfi- 
niment dans lin seul sens, à partir dn terme u„ = i, elle se trouvera réduite 
ou à la série 

(I) i,.\. A*", A-’ 

ou a la série 

a) 1, A-"‘, A'-"*, A'-*'" 

Dans le premier cas, le module de In progression sera la limite vers laquelle 
convergera, pour des valeurs croissantes du nombre «, la quantité 

(n„ r =: A"* '. 

Dans le second cas, an contraire, le module de la progression sera la limite 
vers laquelle convergera, pour des valeurs croissantes du nombre n,' la 
quantité 

Knfio, si l'oii suppose la progression prolongée indéfiniment dans'les deux 
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»eiis,on obtiendra la ^rie 

( 3 ) A'-”-, A'-''*, I, A', A»', A^*,..., 

1 

doat Ic-s deux modules se confondront, l’iin avec le module de la série (i), 
l'autre avec le module de la série (3). D'ailleurs ces deux modulés , c'est-à-dire 
les limites des deux expressions 

A""", A'-''**”", 

se réduiront évidemment, 1° si l'on suppose /n=: 1, aux deux quantités 

A et A”' ; 

3° si luii suppose ni impair, mais différent de riinilé, aux deux quantités 

A», A-"; 

3 ° si l'on suppose m pair, à la seide quantité 

A”. 

Ajoutons que l'on aura encore, 1“ en supposant A < 1, 

A* = o, A~* = oc; 

3“ en supposant A > i , 

. A" = œ, A-»=o. 

Il est maintenant facile de reconnaître dans quels cas les séries (1), (3), ( 3 ) 
seront convergentes. En effet, une série quelconque, indéfiniment pro- 
longée dans un seul sens, est convergente ou divergente suivant que son tiio- 
dule est inférieur ou supérieur à l'unité. De plus, quand la série se prolonge 
indéfiniment en deux sens opposés, il faut substituer au module dont il s'agit 
le plus grand des deux modules, et l'on peut affirmer que la série est alors 
convergente ou divergente, suivant que le plus grand de ses deux modules 
est inférieur on supérieur à l’unité. 

Cela posé, on déduira évidemment des remarques faites ci-dessus les 
propositions suivantes : 

1" Théorème. Soient A une quantité positive, et m un nombre impair 
quelconque. La progression géométrique 

I, A, A*-, A’*,..., 

dont le module est A ou A“, sera convergente ou divergente, suivant que 
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Ih base A sera inférieure ou supérieure à l'unité. Au contraire, la prut{ressiun 
géométrique 

I, A-'. A-’*, A *’,..., 

dont le module est A“' ou A“®, sera convergente ou divergente, suivant 
que la base A sera supérieure ou inférieure à l’imité. Quant à la progres- 
sion 



qui comprend tous les termes renfermés dans les deux premières, et se con- 
fond avec la série (3) , elle ne sera jamais convergente, attendu que .ses deux 
modules, étant inverses l’un de l’autre, ne pourront devenir simultanément 
inférieurs à runité. 

■Si m désigne un nombre pair, on aura non plus 
A A-"’, 

niais 

A<— '’ = A"’. 

Donc alo« la série (a) ne sera plus distincte de la série (i), et la série (3), 
réduite à la forme 

...A>’, A*', A, I, A«-, A*’,..., 

offrira deux modules égaux entre eux. Cela posé, on pourra évideinnieni 
énoncer la proposition suivante : 

î' Théorème. Soient A une quantité positive et m un nombre pair quel- 
conque. I.,a progression géométrique, qui offrira pour terme général A"", 
étant prolongée indéfiniment, ou dans un seul sens, ou eu deux sens opposés, 
sera toujours convergente si l'on a 

A<i , 

et toujours divergente si l’on a ' . 

A> I. 

Considérons maintenant une progression géométrique, et de l'ordre m, 
qui ait pour terme général la valeur de u„ déterminée par l’équation 

(4) u,= V’ , 

le nombre des variables 

■*•, jr, V, IV 
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tMaiit pri-cUément égal à m. Soient, d'ailletirs , 

X, y, i V, w 

lei module-, de ces mémos variables, et k le module du coeftieient h. Si I on 
nomme ii„ le module de on trouvera 

5 , ii„ = kx"y"’z" . . . v"" ' w"*, 

ou, ce qui revient au même, 

u„ = N"', 

la valeur de N élani 

' ■ » I 

(7) N = k"" x“**‘ y""" ... V" \v. 

I) autre part, la progression géométrique que l'on considéré étant pro- 
loii(;ée indéfiniment, ou dans un seul sens, ou en deux sens opposes, offrira 
un ou deux modules représentés cbaeun par l'une des limites vers le.squelle- 
convnrgeront, pour des valeurs croissantes de ti, les deux expressions 

I t 

(•*,)“, (t'o,)". 

Mais, pour des valeurs croissantes de «, la valeur de N déterminée par la 
formule (7), et celle qu'on déduirait de la même formule en y remplaçant 
n par — n, convergs-nt généralement vers la limite w. Donc, en égard à la 
forninle (6), les limites des expressions , 

’ I 

Cu.)*, (u_)" 

seront généralement les mêmes que celles des expressions 

üii parlant de celte n-marqiic, et raisounaiil comme dans le cas ou le terme 
général de la progression géométrique se réduisait à ' 



on établira immédiatement les deux propositious suivantes 

V Théorème. Soit m un nombre impair quelconque. I,a progression géo- 
métrique et de l'ordre m , qui a pour lenne général la valeur de u„ déter- 
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milice par l'équation 

u„ = kx"jr“' Z** . . . H'*', 

étant proloin'éf iiulcfiniinent dans les deux sens, offrira généralement deux 
modules niverscs l'un de l’autre, et sera par coiisécpient divergente, à moins 
<|ue le module \v de la variable iv ne se réduise à l’imité. I.a même pi'rsgres- 
sion, prolongée indéfiniment dans un seul sens à partir du terme 

= k, 

et réduite ainsi à l'une des séries 


trtj X-, Axr 2 ...etv, kx' J* z‘ . . . w'' , kx‘j*z*' . . 

!g) k, kx~' jz-' z-‘. ^x“* 

sera convergente , si le module du dernier des facteurs qui renferme le 
second terme reste inférieur à runité. En conséquence, w étant toujours le 
module de la variable tv, la série ( 8 ) sera convei'gente si l’on a 


et la série ( 9 ), si l’on a 
ou, ce qui revient au même, 


w < I, 
w- ' < I, 

w > I . 


Au contraire, la série ( 8 ) sera divergente si l’on a 

w > I, 

et la série ( 9 ) , si l’on a ' 

w < i. 

4' T’heoréine, Soit m un nombre pair quelconque. I.a progression géomé- 
trique et de l'ordre m, qui a pour terme général 

u„ = kx"j"‘ 

étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, offrira deux modules égaux 
et sera convergente ou divergente, suivant que le module w de la variable tv 
sera inférieur ou supérieur à l'unité. 

Les 3* et 4° théorèmes supposent que le module w de la variable iv différé 
de l'unité. Si ce même module se réduisait précisément à runité, alors, pour 
savoir si la série dont u, représente le terme général est convergente ou 


( 120 ) 

(iivprfjcnic, il faudrait recourir a la considération des modules 

V,. . 2, y, X 

d<s autres variables, ou pluiét à la considération du premier déutre ces mo- 
dules <|iii ne SC réduirait pas à l'unité En suivant cette marche, on établirait 
généralement la proposition suivante : 

5' 7'hmrème. Soit m un nombre entier quelconque, et nommons 

* I y» » '*1 " 

les modules des variables 

J. 2, - • M v, 

Eidiu, supposons que la progression géométrique, et de l'ordre qui a pour 
terme général 

u„ = kx"y't '' . . . ' iv"*, 

•mil prolongée indéKnimcnt dans les deux sens. Cette progression sera con- 
vergente si , parmi les modules 

w, v,. . ., Z, y, X. 

le premier de ceux qui ne se réduisent pas à l'unité reste inférieur à l'unité 
et coiTes|>ond à une variable dont l'exposant dans la formule (SI soit une 
puissance paire de «. Ca même progression sera divergente si l’une de ces 
deux conditions n’est pas remplie. 

l.e S' théorème cuti’ainc immédiatement la proposition suivante : 

<)* 7Vjéoné/ne. Soit m un nombre impair et supérieur à l'unité. La pro- 
gression (jéométrique et d'ordre impair, qui aura pour terme général 

kx"y'z*‘.. u"“ ’u-"", 

étant iiidéfiminent prolongée dans les deux sens, sera convergente si la der- 
nière des variables 

•T. J, 2.-.., 

offre un module w = i, et l'avant-dernière v> un module v inférieur à l’unité. 

Il suit des 4* et 5* tbéorèmes que, parmi les progressions géométiiques , 
celle du premier ordre est la seule qui . prolongée indéfiniment dans les deux 
sens, ne puisse jamais être convergente 


\ 
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^ ni. — Proprirtc» rrmart/turbieM Hes pnigrnswnf gfnmrtntjH*:* des dive/s ordres. 


r)ési(ji)ons |>ai- m un nombre entier quelconque , cl enn^idérons une pro- 
[•ression géométrique de l’ordre m, dont le terme général soit déterminé 
par la formule 

( i) t'« = >■"’ ï" . ' (1*^. 


I )n aura 


et par suite 


u„ — k. Il, — kxjrr . . .wt , cIc., 


(a1 


— =z Jf" K*’ 2"' . , , t»"* 

«. - 

If, xrt...oa‘ 


pui^ un lireia de hi drmi<TO fV|iiiit'Km 


(3) ^ = A*K"’Z"’. . .A 

«, 

les nouvelles variables A, K, Z,. . .. ky étant liées ans «ariables x,jr, 
par les formules 

A’ = xjr‘z'. 

{m- I (m- tl]- éw ;.w— 1} 

K = . . . t> ■’ W' ’ . , 

lus - 1} (i w -a ) w— ;w I ^iw «• 1 
. Z = Z. . . e U' ’ ^ , 

) etc., 

I y = mf”, 

fy= tv, 



dans Icsrpiellcx les variables x,j', z, i>, ic se trouvent élevées a des puis- 
sances dont les cxpusaiils se coiifoudent successivement avec les nombres 
figurés des diveisi ordres. Cela po.sé, on conclura îles équations (a) et (3), 
qu'il suffit de remplacer les variables x,_y, z, . . t>, ic par les variables 
-V , y, Z,. y, kV pour franslornier le rapport 

Ta d An i, rf, /»*;■* «m», T IV 40‘ U»r.) 
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en une fonction nouvelle équivalente au rapport 

U, 

(ionsidérons spécialement le cas où la proui'essiou géoiiiétriqiie est cuii- 
ver(;ente. Alors, de l’observation que nous venons de faire on déduira faci- 
lement les deux théorèmes dont je joins ici les énoncés. 

i" TTiihrème. Supposons que la série, ou plutôt la progression géomé- 
trique 

'.5Î •• «-J. “ tt-O «0, ttj, w,,..., 

dont le terme général w„ est déterminé par la fornude i), reste convergente, 
tandis qu’on la prolonge indefinimeni' dans les deux sens, et soit 

(ti) r = f(x, 7, I,,.., V, tv) 


la somme de cette meme progression , en sorte qu’tiii ait 

[7) f(x, y,z,...,v,w) = .. -I- u„ h U, -t- «, -H «, -I- 

Soient encore X, V,’/-,. • - , f’, fV Ae nouvelles variables liées aux variables 
x,7, Z,..., V, H’ par les formules (.1). La fonction f[x,jr,z, .., t>, H») se trou- 
vera reproduite [far la subsliliition des variables nouvelles X, V, Z,. f'', ff' 
aux variables x, 7, z,..., u, <v et par radjonctiou du facteur 

— = xrz. . .Wi' 
a. 


au ré.sultai de cette substitution; et par conséquent la fonrlion f(x,7, z,..., v,iv) 
vérifiera l'équation linéaire 


(81 


f (x,7, Z, . . ., t>, tv) = Xfz. . .oivf (AT, 


Théorème. Les mêmes choses étant posées que dai6 le i" théorème, 
la factorielle l*(‘) détermiuée par l'équation , 

.sera encore une function de x, 7, 2^ ... , t>, w, qui se trouvera reproduite par 
la sabstitution des vanables X, V, Z,.'.., V, W aux variables x, jr,T^'.«,y,sv, 

*V . s -ê ' V 

(*) Je tupisHK ici que, pour abn-ger, on désigne sous le nom de fecloridies dm produiis 
composes d'un nombre fini ou ||(fini de factpiia. * 

V. * 
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et par l'adjoiiclioii du fattnir 

— = xyz, . .VIA' 

au résiliât de cette siilMiitution. Donc, si, pour plus de roniinodité, on dé- 
sif'ne pai 

{'" P=F(.r, J, 2 ,,.,, V, tv 

la valeur de l* tpie fumnit réquaiiou ( 3 ), la foiielion F (x, y, 2,..., i>, tv) aura 
la propriété de vérifier l'équation linéaire 

II) F (x,^, 2, . . . , e, w) = x/l . . . «V F (.ï, y, Z,..., /', ff'). 

^ ^ouveiles /ormulrf nlatit'es aujc prttgmitions g^otnctriffucs dt* divtrt urdrr$f <*/ atis 

fonefiom i/tti se rrprvdnise/ti par suhxtttatioa. 

Aux tonmiles );éiiéralcs étalilies dans le para{;raplic précédent, ou peut 
en joindre quelques autres, qui méritent encore d'être remarquées; celles-ci 
se déduisent immédialement de plusieurs nouveaux théorèmes relatifs aux 
fonctions qui se reproduisent par substitution, ('es nruiveaux théorèmes peu- 
vent s'énoncer comme il suit: 

1" T'hcoivme. Concevons que l'indice n représente, au sqpie près, un 
nombre entier. Soit, de plus, 

une fonction de I indice n et des variables .r, a, . . . . Fufin , supposons que 
les diverses valeurs de u„, .savoir, 

1) «-J, “ü, U,, 

forment une série convergente prolongée indéfiniment dans les deux sens. 
St, en substituant aux variables .i, j’, 2,... d autres variables X, y, Z,..., qui 
soient des fonctions connues et déterminées des premières, on transforme 
généralement u„ en alors la .somme 

(a) .1 = . . . -f- -4- «„ ^ U, -t- U, -h . . . 

de la série (1 1 sera une fonction de x, 2, . . . ipii sc trouvera reproduite 
par la substitution dont il s'agit. 

Démonstration. En effet, désignons, pour plus de commodité, par 

16. 


( ) 

f(x, lu M)tnnn- .t de la série(i). On aura non-seulement 

f (j, J', 2tt„ 

la somme qu'iiKliqtiu le signe 2 s'élendani à toutes les valeurs eutiéres posi- 
tives, nulle et négatives de n, mais encore, en vertu de l’Iiypotbèse admise , 

f(X, K,Z,..0 = 2«.^.; 

et comme, évidemment, ne diffère pas de in„, on trouvera déhniti- 

veinent 

(3) f{ar,j-,z,...)=f(X,r,Z,...). 

a* Théorème. \jes mêmes choses étant posées que dans le tlnktrême précé- 
dent, la factorielle P déterminée par l’équation 

(4) P = . . ,(l -+-Uo)(l -+- «,)(| -t- «,). ■ . 


sera encore une fonction de . qui se trouvera repmdnite par la 

substitution des variables X, V, Z, . . . aux variables .r, 

Démonstration. En effet, représentons, pour plus de commodité, par 
F {x, Z, . . .) la factorielle P. f/équation (4) donnera 

^(■*•.7. • ■) = ■ • .(i -t- «..,)(! «-.)(| +«■)(' «O- ■ 


puis on en conclura, en remplaçant x, j', z,. . . par X, V,Z,.. ., 

F (A', r, Z,. ..) = •••(• +• “-■)(' + «„)fi + «,)(i H- u,)(t t- «,). . ; 

** * »» , ^ 
et, par suite, 


( 5 ) 


F(x,j,z,..J^F(X,r,Z, ..). 


Supposons inaintenant que les deux modules de la série (i), prolongée 
iodéfiaimenl dans les deux sens, soient, l'un inférieur, l’autre supérieur à 
l'unité; de sorte ipie, la série (t) étaut divergente, les deux séries 


* «O, U,, Uf, U,,. 

W i 

i. - - — > ' — » 


iP»- 


J*'-’ 


soieavituuc et l'autre convergentes. Alors, à la ^re du a* thémreme, on ob- 
tièndriiiévideinmcnt la proposition cnivante ; t> 




yt-v 
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î* 7'héorcmc. Supposous que la série (l), qui a pour terme {jénéral //, . 
élaiil prolou{ 5 éc iniléfiniincnt dans les deux sens, les deux modules de cette 
série qui correspondeut , l’iin à des valeurs positives, l'aiilrc à des valeurs 
négatives de l'indice n, soient, le premier inféricnr, le second supérieur à 
l'unité. Si, en substituant aux variables x,j', z,... tl'antrcs variables X, y, Z,... 
qui soient des fonctions connues des premières, on transforme généralement 
en u^^i, alors la factorielle P déterminée par réquation 

(6) P = . . . ( I 4- ) "o)(i + «.)(• + «,). . 

sera une fonction de x,j',z,. . . qui se trouvera reproduite par la substitu- 
tion des variables X, y, Z, . . . aux variables x, j', z, . . . et par l'adjonction 
du facteur au résultat de eette substitution même. 

Démonstration. En effet, représentons, pour plus de commodité, par 
F(x,/", Z, . . .) la factorielle P. [,'équation (6) donnera 

E(.r,^, Z, ('-t- "o)(' + «,)(i U,) 

puis on en tirera , en remplaçant x, z, . . . par X, y,Z,. 

F (A", r, Z, . . . ) = . . . ^ 1 + ( t 4- ( I 4- «,) ( I -f- «,) ( I I . . . 

et par suite 

(7) y Z, - ■ .) = 

Considérons maintenant une progression géométrique, et de l’ordre i«. 
dont le terme général u„ correspondant à l'indice n, soit déterminé par une 
équation de la forme 

(8) U, = xj^z"’. . 

On tirera de cette équation 

(9) «,». = Xy-Z "'. . 

les valeurs des variables 

A, K, Z,..., y, IV 

e-tant liées à celles des variables 

X, y, Z,. . V, w 
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A = x^-ï. . .iw, 

\ y = xj’s*. . 

I i»— i;(w~a: 

/ Z =xrV...f ’ IV ’ , 

j etc., 

I y = viv", 

' rr=w. 

l^la posé, on déduira évideinincnt des i", a' el V lliéoremes les pro- 
positions suivantes : 

4' 7'hrorème. .Supposons que la progression géométrique et ilc l’ordre m, 
qui a pour ternie général 

u„ — x_r*î"‘. . .v^ iv^, 

reste coiivcrgeute, dans le ras où elle est indéfiniment prolongée dans les 
deux sens; el .soit 

^ = * (•*> Sf V, iv) 

la somme du cette progression géométrique. Alors, en nommant X, Z,... 
des vari.ables nouvelles liées aux variables x,jr,z,. . , par les formules (lo), 
on aura 

(II) z,. v,iv)= f (A’, r, Z,. //'). 

,'i' Théoi'éme. I<es mêmes choses étant posées que dans le lliéorcinc précé- 
dent , si l’on représente par 

r. • -1 “') 

la factorielle 

. . .(i -f- «_,) (i -+- u_.) (i -I- u„) fl -+■«,) (i it,). . ., 
on aura encore 

(ta) F {x,jr,z ,.. ., t',iv) = F [X, K, Z, . . . , T, W). 

6* Théorème. .Supposons que, la progression géométrique el de l'ordre nt, 
qui a pour terme général 

= xy't'' . . .•'"‘“'tv*' , 


Digitized by Google 


( ‘*7 ) 

étant proloiipén indéfiniment dans les deux sens, les deux niodutes de eelle 
propi cssion, qui correspondent, l’nn à des valeurs positives, l'autre à des va- 
leurs négatives de n, soient, le premier inférieur, le second supérieur à l'ii- 
nité. Alors, en nommant X, V, Z,... des variables nouvelles liées 
aux variables x,j, z,... par les formules lo), et en désignant [>ar 
F (x, Z,, . e, iv) la factorielle 

<à) “’)•••• 

on trouvera 

F(x,/, Z,. ... e, w) = m„F(A', y,z,...,f^, ly 

Ifaus le cas particulier où les progressions que l'on considère sont du 
second ordre, les divers théorèmes que nous venons d’énoncer, joints aux 
propositions fondamentales du calcul des résidus, fournissent le moyeu d'é- 
tablir un grand nombre de formules dignes de remarque, et relatives aux 
fonctions elliptiques. Si l’on suppose, au contraire, qu’il s'agisse de progn.-s- 
sions géométriques d'un ordre supérieur au second, alors, à la place de> 
formules qui se rapportent A la théorie des fonctions elliptiques , on obtien- 
dra des formules plus générales que je développerai dans d’autres Mémoires. 


ia8 ) 


MÉMOIRE 


•itfii tt 


CHANGEMEiNT DES VARIABI.ES DANS I,ES INTÉGRALES. 


$ I*'. — €i>nsidéntttnni géncralet. 

C'.ousiiléroiis d'abord uno iulc|>rale simple ou de la forme 
il) *=jfadx, 

r étant une variable réelle cl 12 une fuiiclioii réelle de x, qui demeure con- 
tinue entre les limites x = x', x = x". Supposons d ailleurs que dans cette 
intégrale on veuille subslitncr à la variable x une nouvelle variable x liée à 
X par une certaine équation 

(a) A' = o; 

et soient x', x' les deux valeurs de x eorrespoudantes aux valeurs x', x 
de X. On aura, en regardant x curame fonction de x, 

dx = l),xdx; 

puis on eu eoneliira 

(V. Ç' ild:i = Çj iH>,xdx, 

pourvu que, eu vertu de l'éipiation (a), chaeiiue des variables x, x reste 
fonction continue de lautre, du moins entre les limites de l'intégration, 
c’est-à-dire pourvu qu’entre ces limites les deux quantités x, x varient simul- 
tanément par degrés insensibles, et que, pour des valeurs croissantes de 
lune, l'antre soit toujours croissante ou décroissante. On aura donc, sou> 
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1> I),xj/x; 


et alors, pour substituer, dans I iolégrale proposée », la sariable x a la va- 
riable X, il sufbi'd, i” de remplacer dx par du, en multipliant la fonction 
vins le signe J par le facteur DiX; a" de siibsliliier aux limites données de 
la variable x les limites correspundaules de ta nouvelle variable x. 

Si la eondilion énoncée n’élail pas remplie, il deviendrait nécessaire, 
avant déffecliicr le cbangement de variable, de décomposer l’inlégrale 
donnée S eu plusieurs parties, pour chacune desquelles cette condition se 
vérifierait. Alors l’intégrale », relative à la variable x, se trouverait rem- 
placée, non plus par une senic, mais par plusieurs intégrales relatives à la 
iionvelle variable x, et serait équivalente à la somme de ces deriiicres inté- 
grales. 

Il importe d'observer que, dan,s le second membre de la formule (3) ou 
(4), X est considérée comme une fonction de x complètement déterminée 
en vertu de l’équation (a,. .Si, pour chaque valeur réelle de x, l’éqiialion (a' 
fournissait plusieurs valeurs réelles de x, on devrait se borner à cotisidérer 
une seule de ces dernières. 

La sidjslitutiun de x à x ne pourrait plus avoir lien si à une valeur de x 
comprise entre les limites x\ x" ne correspondait pas toujours, en vertu de 
l'équation (a) , au moins une valeur réelle de x. 

Observons encore que, si l'on suppose x' < x", le facteur l),x sera, dates 
la formule (3) ou (4), une quantité affectée du même signe que la diffé- 
rence x' — x'. Donc, si l’on désigne para la plus petite et par h la plus grande 
des deux quantités x', x", si d'ailleurs ou nomme 0 la valeur miinérique de 
l),.T, en sorte qu’on ail 

(•'i) 0 = V'(ÎCT. 


on trouvera 


y ill),xd\ = J ÙHdx, 


et l'équation (4) pourra être remplacée par celle-ei : 

(6y »=jr\i0rfx. 

Ej-. JÀa el Or PX,,. m,flh . T IV . (W li.r 1 ' I 7 
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Coiisidéi'ous maintenant une intégrale multiple de la forme 

( 7 ) r f‘ ■■■ r Ç“' ù(/huj^>,iu. . . , k,fyftx, 

Ja' Jy' Jt' V*»' */**' Jm/ 

fj étant une fonction réelle et continue des n variables i‘écllesx,_ 7 ‘, 
cl les limites de chaque intégration pouvant dépendre des variables aux- 
quelles se rapportent les intégrations suivantes. Alors, les limites x', x" étant 
des quantités constantes, les limites j'', jr" pourront être fonctions de x, les 
liraitt.'s z', s' fonctions de Xjj^,... les limites iv', fonctions dex, z,..., 
U, U. IVailleurs, l'intégrale » demeurant la même, au signe près, quand on 
échange entre elles les deux limites assignées à une même variable, par 
exemple x' et x", ou y' et y ",... , ou enfin iv' et tv", on pourra sc borner à 
considérer le cas où x' serait inférieur à x", y' à y’, z' à z',..., tv' à tv”; 
et il est clair que, dans ce cas, s pourra être r^ardée comme une somme 
d'éléments infiniment petits correspondants aux divers systèmes de valeurs 
do X, y, z,..., qui vérifieront simultanément les conditions 

(8) I 7 > j‘> î «>»<', V > v', iv>iv', 

' I X < x", y < y\ z < z", . . . , M < «', V < v", IV < iv". 

Si les variables x, y, z,... se réduisent à une seule, ou à deux, ou à trois,..., 
et représentent des coordonnées rectiligues, ou polaires, ou de toute autre 
nature, alors les divers systèmes des valeurs de x, s,..., pour lesquels les 
conditions (8) seront vérifiées, correspondront à des points siinés sur une 
certaine ligue ou sur une certaine surface, ou renfennés dans un certain 
volume, par conséquent à des points compris dans un certain /ieu géomé- 
triijiie; et l'intégrale 8 sera complètement déterminée quand ou coniiaitra ce 
lieu géométrique avec la fonction Ü. Si le nombre des variables x, y, z,..., 
M, V, tv devient supérieur à 3, les divers systèmes des valeurs de x, y, z,,.., 
U, V, tv, pour lesquels se vérifieront les conditions (8), n'appartiendront plus 
à un lieu géométrique, mais à ce que nous appellerons un lieu analyti(jue, et 
l'intégrale 8 sera encore une intégrale multiple complètement déterminée, 
quand on couuaiira ce lieu analytique avec la fonction U. Cela posé, un re- 
connaiira sans peine qu’Ii l'intégrale s on peut substituer une intégrale ou 
une somme d'intégrales de même forme, mais dans lesquelles l'ordre des 
intégrations ne serait plus le même, pourvu que l’on remplace les condi- 
tions (8) par d’autres conditions du même genre, mais de nature telle, que 
les divers systcmc.s de valeurs x, y, z,..., u, v, tv, correspondants aux divers 
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éléments des intëf^rales nouvelles, se réduisent aux divers systèmes de valeurs 
de X, J, M, e, «V, propres à vérifier les conditions (8), c'est-à-dire, en 
d’autres tcrincs, pourvu que les lieux analytiques correspondants aux nou- 
velles intégrales, étant réunis les uns aux autres, reproduisent ensemble le 
lieu analytique correspondant à l’intégrale à. Kn joignant à ce principe les 
règles ci-dessus rappelées et relatives au cliangenicnt de variable dans les 
intégrales simples, on pourra changer aussi les variables que renferme une 
intégrale multiple. On pourra, par exemple, dans l'intégrale S, substituer aux 
variables x, z,..., «, u, u- des variables nouvelles x, y, z u, v, w, liées 
aux premières par un système d'é(|natinns données 

(q) X = O, Y = o, Z = o,..., lJ = o, V=ro, VV = o. 

l'Introns à ce sujet dans quelques détails. 

•l'observe d’abord que les valeurs de x, y, 2,..-, u, u, w, tirées des équa- 
tions (q) , devront être réduites à des fonctions réelles continues et détermi- 
nées de X, y, Z,..., U , V, w, du moins entre les limites indiquées par les lieux 
analytiques correspondants aux intégrales nouvelles. Si, pour chaque système 
de valeurs réelles de x, y, z,..., u, v, w, les équations (9) fouruissaient plu- 
sieurs systèmes de valeurs réelles de x, z,..., u, u, tv, on devrait se borner 
à cousidérer un seul de ces derniers systèmes. 

La substitution des variables x , y, z,..., u , v, w aux variables x , y, z,..., 
n, V, w ne pourrait )dus avoir lieu si , à un système de valeurs de x,y, z,.... 
n , u, u>, comprises entre les limites des intégrations, ne correspondait pas 
toujours, en vertu des formules *(9), au moins un système de valeurs réclli’s 
de X, y, z,..., u, v, w. 

^'ailleurs, la substitution des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w aux 
variables anciennes x,y, z,..., u, v, iv, sera une opération complexe, déconi- 
posable en plusieurs autres, dans chacune desquelles une seule des variables 
nouvelles sera substituée à l’une dos anciennes; et puisqu'on peut toujours, 
sans altérer la fonction sous le signe f, intervertir l'ordre des intégrations 
relatives à des variables dounées, on pourra supposer, dans chaque opéra- 
tion particulière, que la variable ancienne à laquelle on substitue une variable 
nouvelle est précisément celle à laquelle se rapporte la première intégra- 
tion. Donc chaque opération particulière se réduira toujours à un change- 
ment de variable dans une intégrale simple, c’est-à-dire à une opération en 
vertu de laquelle la fonction sous le signe / se trouvera multipliée par un 
certain facteur. Ajoutons que ce facteur sera tonjours positif si dans chaque 

• 7 - 


{ i3» ) 

iutéj;raic nouvelle, aussi bien (^tic dans rinté(;rale S, l'mtégralion rebtive à 
cbnqiic variable s'cffcclue entre deux limites, dont la seconde surpasse la pre- 
mière. 

Cela pose, concevons (in'en opérant, comme on vient de le dire, sur I in- 
téfjrale 8, on substitue successivement la variable nouvelle w à la variable iv, 
puis la variable nouvelle v à la variable i>, puis la variable nouvelle u à la 
variable puis enfin la variable nouvelle x à la variable x. Lorsque 

dans l’intéfirale 8, relative aux variables x, j', u, v, te, on substituera 

w à IV, on devra laisser invariables ar, y, i,.... D'ailleurs, considérant a , j, 
K, V, IV comme des fonctions déterminées de x,y, z,..., u, v, w, ou a 
{{énéralemeni 

i/,T = l),ar/x -t 1), xt/y -e . . . -t- l),x</v e l)„xt/w , 

ily = D, y f/x + Dj^'rfy -t- . . . D, yr/v - f)„yd\y , 


riv = n, vt/x -r- Dy urfv D,vf/v ■+■ D„ vrfw, 

dw — D,iv//x-; I), n'f/y4 ... + l),ivt/v-4 l)»ivrf\v. 

Doue, si l'ou SC borne ,à faire varier iv avec x, y, z,..., u , v, w , en laissant 
x,y, 2,..., u , V, IV invariables, ou trouvera 

O = I\xrfx + DyXf/y -t-. . . D,x</v 4- Dwxrfw, 

O = V>,yd\ -4- Dy rt/y -i- . . .-i- M,jdv -t ïi^j-dw , 


O = D, vdx D, vrfy -t- . . . -4- D, vd\ i D» vdv ; , 

f/iv = D, wd% + D, ivrfy -t- . . . -4 D, ivrfv -4- D, ivrfw. 


et I on en cnnclura 


(lo) 


dw = 


S(±D.xDy.) . ..D.vD.iv) , 
S(±D.xb,y^. . .D.r) "" 


Donc le facteur positif par lequel on devra multiplier la fonction sous le 
si(pi« f, quand on substituera w à tv et dw à dw, ne sera antre ebose que la 
valeur numérique du rapport 


S(± O.xD,/. ..D.vD.ie) 

S(±D,iDyj-.. .D.c) 

D autre part, lorsc|ti apres avoir substitué w à iv, on voudra substituer en- 
core v à e et rfv A dv, en considérant v comme la variable à laquelle h- rap- 
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portei-ail la première iiuègiation, on devra se borner à faire varier i» avec 
V, y, Z,..., U , V, en laissant invariables x, y, a,..., u et iv. Ooiic alors le rap- 
port de dv à rfv scriT déterminé par les équations 

O = U, xd\ -h Dj a </y D, jj/v, 

O = Htjrd\ •+- l)y j-rfy I),_x^‘'> 


O = D, ud\ + O, «rfy -+ . . . 4- 1), «rfv , 
rfi* = I), i>rfx 4- I), orfy “V ... 4- D, orfv . 


desquelles ou tirera 

(•<) 


, _ S;±D,xD,.r...D„«D,v) ^ 
.S{±D.xD,j...D„a) 


Donc le facteur positif par lequel on devra multiplier la foiiclion sous le 

.signe/, quand on substituera v à e, ne sera autre chose que la valeur nuniê- 

riqtie du rapport m 

■: -se T S(±D.xD,/^...l).«D,i") 

.'■--on; . • : ■ ■ - ^ — 


S(±l).x D,y. . .D.«) 

En eontinuairt ainsi, et désignant par 

e, 0',..., 0'"-*, 0"-" 


les valeurs numériques des résultantes 


S(4;D, S( ± D,xD,^-...D,o),..., S( I), jc I), 7 -), D.j:, 

on conclura définitivement que si, dans l’intégrale S, on substitue successi- 
vement w à IV, puis V à V,..,, puis y a y > puis enfin x à x, les facteurs positifs 
par lesquels la fonction sous le signe / devra être succes.sivement multipliée 
se réduiront aux rapports 


« 





0 '" • . 


Donc le factetir 0 équivalent au produit de tous ces rapports sera le facteur 
positif par lequel la fonction sous le signe / se trouvera définitivement mul- 
tipliée, quand on aura substitué aux anciennes variables x, y,z,...,u, v, iv 
les variables nouvelles x, y, z,..., u, v, \v; et l'on peut énoncer fa proposi- 
tion suivante : . 
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i" Théorème. Concevons que, dans l’intégcale multiple 

« = P' Ç‘‘ ... f“' r* r“^ 12 ,/u’>ii>du. . dzdjih. ; 

•/jr' Vf’ vt' Jtà’ vv' */u»’ 

12 désigne une fonction réelle de ii variables réelles x, f, i,... , «, v, w, 
prises cliacuno entre deux limites flont la seconde surpasse la première; les 
deux limites de chaque variable pouvant d’ailleurs dépendre des variables 
auxquelles se rapportent les intégrations non encore effectuées. Si aux va- 
riable.s x, jr. z... , h. o, «• on veut substituer n variables nouvelles x, y, 
Z U , V, w, dont les premières soient des fonctions déterminées, on devra , 
en remplaçant dans l’intégrale proposée dx , dj, dz,..., du, rfe, dw pai 
d\, dy, dz,..., du, dv, dw, multiplier la fonction sous le signe / par la va- 
leur numérique 6 de la résultante 

(ta) S( ± D, j: I) j r ü,z. . .D„ ul>, O l)««'), 

formée avec les divers termes du tableau 

/ DnX, DyX, D,r,... 

i R.J- •• 

id) . Dji, I), Z, Diï, ... D«z, 


' ü, tV, Dy(0, I),tv, ... l),H', 

puis égaler l’intégrale proposée à une intégrale on à une somme d'intégrales 
de la forme 

(i4) y j" j"'" j" J " • dzdydx, 

en choisissant les limites des intégrations de telle sorte que chaque variable 
croisse quand elle passe de la première limite à la seconde, et que les lieux 
analytiques correspondants aux intégrales nouvelles rt>produiseut le lieu 
analytique correspondant à l’intégrale donnée. On peut encore exprimer 
cette dernière condition en disant que le.s divers systèmes de valeurs de 
x,jr, Z,. ., «, o. H’ correspondants aux divers éléments des nouvelles in- 
tégrales, doivent se réduire précisément aux divers systèmes pour lesquels 
se vérifii'Ol les conditions t8'. 

1,0 théorème précédent comprend les règles établies par les géomètres, 
spécialement par Lagrange et par M. .lacobi pour le changement des va- 
riables dans les intégrales multiples. 
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l.oi-squc les variables anciennes or, a,. «,v,.v s'exprinieul eu iout- 
lion des variables nouvelles x , y, z,.„, u, v, w, de telle sorte que de celles-ci 
la deinière seulement entre danstv, les deux dernières sculeinciit dans o, les 
trois deniièrcs seulement dans u , etc., alors les forinnlcs (lo), (i i), etc. , se 
réduisent évidemment aux suivantes: 

rfts’ = Uw m ( Av , dv= \),vilv lix =: \\.vitn, 

et , eu conséquence, le facteur 6, par lequel on doit multiplier la tunctiun 
ions le signe /, quand on substitue les nouvelles variables aux anciennes, se 
réduit à la valeur numérique du produit 

^i5) D, j?D)_j n,z . . D„ « D, e l)„ H«. 

Ou arriverait à la même conclusion en observant que, dans riiyputhése ad- 
mise, le tableau fi3) se réduit au suivant : 




D, j:. 

L),x,. 

Il«x, 



Ur.r. 


• . 1 Dm I', 

i6 ' 


», 

Di Z f . 

. Ow--, 


f 

», 

O, 

O, . 

• ■ 1 Dm IV J 

et la résultante 






S ( ± D, J üy I) 


u IJ, V iv) 

an .seul ternie 






1),j:I) 

y_r 

. .IJu« 1), elJ«i»'. 

Ajoutons que la 

même résultante se 

réduirait 

encore à ce (eriiie 11111 ^ 11 ^, si le 

tableau (i31 se réduisait au suivant: 




Dfl-, 

O, 

O , 

..., 0 , 


) 

L>y7. 

O, 

• . . , 0 , 

'■7) 

\ 2 » 

'd,z. 

U. a. 

0 , 


^ n,.v. 

üytV, 

0. (V, 



c'est-à-dire, si des aucieuues variables, expi-imées en fuuctiou des uuuvelle>, 
la première j: renfermait x seulement, tandis que x et y seules entreraient 


( i3Ü 

dans X, y el Z seules dans s, etc. On peut donc énoncer encore la pro- 
position suivante ; 

■j' Théorème. I.es iiiênies choses étant posées (jin; dans le t” tliéoréiiic, si 
d'aill eui’S les valeurs de x ,jr, z,..., u, v, w, exprimées en fonction des va- 
riables nouvelles x, y, '•> "^i renferment seulement, la première, la 

variable x; la di-uxicnie, les deux variables x, v; la troisième, les trois va- 
riables X, y, z; etc.; alors le facteur positif 6, par lequel on devra multiplier 
la fonction sons le siyne f, quand on substituera les nouvelles variables aux 
anciennes, se i-édnira sinipleiucnt à la valeur numérique du produit 

I), X D, r l),s. . .1 )„mI.),v D,tv. 

Heinarqiiuiis encore que, dans le cas particulier où le^ variables x,j , 
Z,,.., U, V, tv sont lices par des équalious linéaires aux variables nouvelles 
X, y, U, V, w, le facteur 6 se réduit évidemment à une quantité 

coasiantc. 

Ileinarquons enfin que les principes ci-dessus exposés entraînent la propo- 
sition suivante ; 

3' Théorcme. Si la fonction |ilncée sous le signe /, dans une intégrale mul- 
tiple relative aux variables x,j, z,..., u, »>, iv, doit être multipliée par le 
facteur 9 quand ou substitue au système x, j-, r,..., u, u, u’ uu autre 
système x , v, z,..., V > et par 9' quand on substitue au second système 
x,y, z,..., u, V, w uu troisième système x. v, ir, celte même 

fonction devra être multipliée par le produit 99' «piand on passera direc- 
tement du premier sysiènie x, j', z,..., u, v, lo au troisième système 

X. fl. Zf-, u, », I». 

D’ailleurs ce théorème, ainsi que les prccédenis, continuerait évidemment 
de subsister, si plusieurs variables appaiienalent à la fois aux divers systèmes 
que l'on considère. 

S II- — fiiverses ries fitincipes cjcpost*s ttans ie //rt-mter /mrographt. 

Pour montrer une application des principes établis dans le $ 1", suppo- 
sons que, O étant une fouctioii réelle de n variables réelles x,^-, z,..., >/, v, te. 
et ;• une autre variable, réelle et positive, liée aux premières par la formule 

(ij J “ -I- _r* -I- z’ -t- y’ -+- iv^ = r*. 
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lin l'intégralr 

*= J~ j'J'’-- J" J" • ffz tfj' ffT 

a tous les systèmes des valeurs de jr, jr, z,..., u, v, w pour lesquels r de- 
meure compris entre Ira limites 

(3) r= »■', r = r". 

Si l’on pose 

(4) x = a,r, jrz=La,r, z = a,r, . . . ,tt = a^_,r, o = a„_,r, w = a„r, 
les nouvelles variables 

a, , a,, .... a, 

devront, eu égard à l'équatiou (i), vérifier la condition 

(5) aj -H «î 4- . . . a’ = I, 

à laquelle on satisfera en prenant 

èa,=co85)„ a, =sintj!,cosç,.-, a»-. = sinf, sinç,...cos(f:„_,cosç,_,, 

fi) J .... 

I a.n = iinf, smif)j...sinç),_,siuç,_,. 

.Si d'ailleurs on a.ssujettit les angles f , , 9 j i- ■ • , <fn-t à demeurer compris entre 
les limites o, n, et l’angle ç„_, à demeurer compris entre les limites — n , 
alors à tout système de saleurs de x, z,..., u, v, tv, pour lequel 
se vérifiera la eonditiou (t), eorrespondra toujours un système unique de 
valeurs de a, , a,,..., a„, pour lequel se vérifiera la condition (5); et, par 
suite, si aux variables x, y, z,. . u, v, is> on substitue les variables r, ç, , 
?»)•• -t ?»-(» un aura, en vertu du i" tbéorème du § 1", 


' 7 ) * = r* f” . . . f'' f' ÜOdrdç, . . 

J — */o vo Vf' 

0 désignant un facteur positif que l’on déterminera sans peine eu opérant 
comme il suit. 

Comme en laissant invariables x, i,..., a, u, on tire de la forniule(i). 


par consi'queitt , 


wdw = rdi\ 





il est clair que, si l’on substitue r à tv et </r à dw, on devra, dans l'inte- 

J'An. rt df Phys. math.. T. IV. (41* lltr.) * 1^ 
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(;rale t , multiplier la fonction placée sou« le sifpic / par la valeur niimétique 
du rapport — . Si l’on substitue ensuite a, à or, a, à j',..., a,_, à v, on devra 
évidemment, en vertu des formules (4), remplacer 

fijc , (fy, . . dv 


par 

et , eu conséquence, 


rd’x,, rdat 

remplacer le produit 


rda„ , ; 


par le produit 


dxdy . . . dv 
r" ' da, da , . .. r/a_,. 


Done, si aux variables jf, j, z,..., u, v, iv on substitue les variable' 
r, a,, a,,. . ., a,_, , on devra, dans rintégrale *, multiplier la fonction ii 
par la valeur numérique du rapport 





n'aiitre part, si, dans une iuléf'ralc multiple, relative au* variables 
a,, a,,..., on substitue à celles-ci les anj'les f,, 9 ,,..., liés 

avec elles par les équations ( 6 ), un devra , en vertu du a' tliéoreme du $ 1 ”, 
multiplier la fonction sous le si[jnc / par la valeur numérique du produit 

ffpt Ota • • • . 0 t„„, , 

ijui peut être réduit à la fonne 

la valeur de 5 étant positive et déterminée par l'équation 
(81 S = siu"~* ç, siii""’ f, . . . sin* sin 

Cela posé, on conclura du 3°tbéorénie|§ I], qu’en substituant aux variables jc, 
y, î,. . U, v,iv les variables r, f , , ç,, . . . , , on doit, avec M. .lacobi , 

mtiltiplier la fonction sons le signe J par le facteur 

( 9 ) O = 0r^'. 

Donc la formule (a) poui-ra être réduite à 

fiol * = f” f^f H6r"~‘ drdtft . . . rAp,_,<ffn-c 

V —TC vü %/o vr' 
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Coucevon» mainti>nflnt que lr< n variables x, jr, z,..., u,v, iVi soieiii 
liées à n lutres variables x , y, z, . . . , ii , v, w pai- des équations linéaires de 
la forme 

. / JT = rtx -e y •+■ rt, z . -t- <i,_, w, 

I r = /'* + y -é î + • • • -t- f>.-, w, 

(il) ; 2 = ex -t- f, y -e f, z . -H f,_, w. 


. -H L„_, w. 


' u< = Ax -h A, y - 4 - A, z + . . . -t- A,_, w. 
l’üur que l'on ait idenliqueuiont 

(la) z’-+- u’-t- «■' = x’+ y’-t- z’ -H... -(- u*-s- v*-i- w*, 

il suffira que les coefficients 

» A, e, . , . A ; 4 Z|, A|, c'i, • . . A, 9 ... A^,, * . . A„_| f 

vérifient les Conditions 

f fl’ ..-t-A* — I * flfl, -4“ AAi -t“AAj “Oj ...fl a^i-4~A A|i_i-f>,.^-4-A A^ i~o 

} flf- 4 * AJ- 4 -...- 4 - AJ=i, ...fl,fl,_,- 4 -A,A»_,- 4 -,..- 4 -A|A^,=o, 


«L.- 4 - AU. AU, =1- 


I) ailleurs, si aux conditions (| 3 ) ou joint la formule (a 4 ) du Mémoire sur 
b^s sommes alternées connues sous le nom de résultantes\iome\\ , paf>e 176], 
on en conclura 

e> = i, 

et , par suite , 

(i 4 ) e=-i, 

Q dési{>nant la valeur numérique de la somme 

S{:t ah,c, ... A,.,); 

et, eu égard aux formules (1 1), celte dernière somme ne différera pas de la 
suivante ; 

Sf±l).xD,j.. D„tv;, 

Knfin, la formule (la), jointe à l’é-qualion (1), douuera 

(lô) x’ -4- y’ -I- z’ -4- . . . + U* -4- v’ + w’ = r*. 

Cela posé, il résulte dn théorème i" du § I, que si les conditions (i 3 ) som 
remplies, on pourra, dans la formule (a), substituer immédiatement aux 

18. 
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variables JT, z, , h, w, iv les variables nouvelles x, y, z,..., ii, v, w 
aux iiremières par les formules (i i), en sorte qu'on aura 


(.6) dv . . .r/y <i\, 


les intéf;ralions élaul élendues à tous les systèmesde valeurs île x, j,. -, e, le 
ou de X , y,. V, w pour lesquels la variable positive r, liée avec les premières 
par la formule (i) ou (i 5 j , demeure comprise entre les limites r', r*. 

Il importe d’observer que des formules (i t) jointes aux équations <ui 
tire immédiatement 


X = nx hy -H CZ + hw, 

I y = fj,.r -f- A, J- -t- <•'« î -t- + A.IV, 

(17) '.Z r= a.,x + b.,y + c^z + + b,w. 


t w = 0,„~,x: h„,,y 4- f„_, z 4 - . . . •+• 

Kemarquons encore que l'on peut satisfaire d’une infinité de manières aux- 
conditions (i 3 ), par des valeurs réelles des coefficients 

Kn eflét, après avoir choisi des valeurs réelles de n, h, c, . . h propres à 
vérifier la lormule 

(18) <j“ 4- A’ 4 - c’ 4 - . . . 4 - A’ = I , 

on pourra satisfaire, par des valeurs réelles de a , , A,, c,, . . . , A, , aux deux 
l'onditions 

^1 9} aa, 4- AA, -H cc, 4 - . . . 4 - AA, = o, n’ 4 - A} 4 - fj 4- . . . 4- Af = 1 , 
qui se réduiront simplement à 

aa, 4- AA, = O, rtj 4- AJ = I , 

SI les euefficieiits <7,, A,, c',,. . A, sont tous supposés mils à l'exceptloii des 
deux premiers, et qui donneront alors 

a, A, ^ I 

h ~ — a ^a« 4- i* 

Il y a plus : à la première des équations (19] ou pourra joindre rt — 1 équa- 
tions de même forme, c'est-à-dire n — 1 équations en vertu desquelles n — 1 
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Innctious linéaires et homogènes de a,, b,,c „. . arbitrairement choisies, 
se réduiront à zéro; et de ces n — i équations nouvelles, réunies à la pre- 
mière des équations (19), on en tirera une autre de la forme 


A, B, C,. . ., H étant des qiiantiti’-s connues; puis de l’équation (ao), jointe 
à U seconde des formules (ig), on conclura 


A B C ■ ■ H 

l.es valeurs de a,,b„ c,,. , /i, étant ainsi déterminées, on prouvera, par 
<li's raisniiuements semblables, que l’on peut encore satisfaire, par des 
valeui-s réelles de a, , A, ,C, , . . b,, aux trois écpiations 

f aa, -i- bfi, + . . . + hh, ~ O, n,a, + h,h, . -t- h, k, = o, 

(au) { 

I rtj -t- 65 - 4 - /i| = I, 

dont les deux premières peuvent être jointes a n — a équations de même 
forme, arbitrairement choisies; et, en continuant de la sorte, on finira par 
obtenir, pour les coefficieiils 

rtj , , ■ ■ . , ; rïi » , • • • » A3 ; ^«-1 3 , . . . , A„_,, 

ties valeurs réelles qui seront propres à vérifier les formules (i 3 ), quand 
<in les joindra aux valeurs réelles et arbitrairement choisies des eoefficients 
a, b, c, . . . h. 

Concevons à présent qii en attribuant aux eoefficients a, 6, c, . . ., A I un 
quelconque des sy.stémes de valeurs ré-elles pour lesquels se vérifie la condi- 
tion (18), on réduise ü à mie fonction réelle et continue dn polvnôme 

ax + hj + cz + ... + Aie, 

eu sorte que celte fonction étant désignée à l'aide de la lettre caractéris- 
tique f , on ait 

û = f (flX hjr -h cz + ... + Ah'). 

1/i’quation (16) donnera 

(a 3 ) f(ox+bj-i-...-i-hw]du’...djdx = JJ‘...j f(x)r/w ... rfy </x. 

•Si d'ailleurs, dans chaque membre de la formule (a 3 ), on substitue aux 
variables x, z, . . . , iv, ou x, y, z, . . . , w, la variable r liée avec elles 
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par l'équation (i) ou (i5), et des ougles auxiliaires f„ ç, liés 
encore à ces mêmes vaiiablcs par des équations semblables aux formules (4) 
et i6), chaque membre prendra la forme de l'intégrale multiple que présente 
l'équation (lo); et en posant, pour abréger, 

(a4) w = na, -f- 4a, -t- . . . -t- 4a,, 


on trouvera 


(a5) 


f •/— »a/o vv vr' 


la valeur de 6 étant toujours celle que détermine la lurmule(8); puis, en 
différeutiaut les deux membres par rapport à r", et posant après la diffé- 
rentiation r"= I, an aura simplement 

l f . . . f' f’ f/9_, 

l=f’ r . . . f” f’S f a.),/7. rf?.. . 

U'ailleurs si, en désignant par m, n des nombres entiers qtieicnnques, et 
par f nn angle variable, on pose 

a = cos f , 


un aura généralement 

f" sin”-‘ f cos“-‘ f r/p = j ' a""' ( t — a’ ) ’ da = ' ; 

M d- >-(^^) 

puis on en conclura 

et, par suite, eu égard à la formule '8), ou trouvera 

X", X' " ■ X* ® sin"- • f, 
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Donc la formule (36) pourra être réduite à 

r r... r r 9((^) d^^, d^^, 

•/— * Jo */o Jo 


(’ 7 ) 




Ou lie doit pas oublier que, dans la foriiiiile {a 4 ), a,b,c,.. h dési|;nent 
des coefBcicnis arbitraires assujettis seulement à vérifier la condition 

a' ■+- -4- c’ + . . . -f ■ A* = I . 

Si, en iiumiuant A une quantité réelle quelconque, ou remplaçait a, A, c,..., A 
par J, J, J, et f(a) par f(Aa), alors, à la place de la formule(a7) on obtien- 
drait la suivante : 


(a«) 


( r r ■ ■ ■ r f ^ ( h '/f • df,... d<f„_^ r/ç._, 

I ^ Jo Jo Jq 


la valeur de u étant toujours déterminée par la formule (a 4 )< eta,A,i', ...,A* 
étant des coefficients arbitraires , mais liés au coefficient k par la formule 

(39) -I- A’-t- c’-t- ... -4- A’ = A-’. 

Lorsque, dans la formule (28), on pose n = 8, alors en écrivant y, f au 
lieu de f,, f,, et a, 6, y au lieu de a,, êj,7«, ou trouve simplement 


( 3 o) 


l I sinf {{au + bS + cy)d<fd-/_ = ■m j ' f(ka)da, 
*/— S Jo i/ — I 


les variables auxiliaires a, 6, y étant lices aux nn[;les 9, ^ par les formules 
( 3 t) a = cosç, S = sin9cos;^, y = sin9sin/, 

et les coefficients arbitraires a,b, c étant liés au coefficient A par l'équation 
■' 3 a) a* -4- A’ -4- c’ = A*. 

I.a formule ( 3 o) reproduit le théorème à l’aide duquel M. Poisson a intéf;ré 
l'équation du mouvement des fluides élastiques. 

Si, dans la formule (a8) ou prend 

f (a) = a". 
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m élan! un nombre pair quelconque, l’intégrale que renlerme le second 
membre sera réduite au produit de k” par la suivante * 


f a”{i - 5 t») » tfe - L \ 

J., 

et la lorraule (a8) donnera 


(33) 


P < < \ 


M.iis, d autre part, en supposant n impair, on aura 

I M -h n \ 


■-1^) 


— 2 /H-+-3/M-+-I 


= n » « 


( devant être réduit à l’unité, apres les différentiations indiquées par la 
caractéristiipie D,. Cela posé, on tirera de la formule (33) 


(3/|) 4"’=-4^I). ' XlX "’X X ' ' 

Otte deruiere formule subsistant, quel que soit le nombre pair m, conti- 
nuera de subsister, si l'oii y remplaec k" par une fonction jiaire f(é') déve- 
loppable suivant les puissances aseriiilanles de k', pourvu que l’on remplace 
en même temps, dans le second membre, (m \ t)" par f(u v>)- O» aura 
donc encore, en supposant ri impair, et f(X’ développable suivant les puis- 
sances asceudantes de /•’, 


(35)f(A)=-^D:i* P r^.. • 

^ —T— V — tt */o •/o 

a TT • 

pourvu que , les valeurs de u, k étant déterminées par les formules 

A'* — -4- A® -4- C* -i- . - . -4- A*, W — U ît, -4- k C OLf , . . -4- A cc„ , 

et les variables a, , «j , . . . , ot, étant liées aux angles f , , ?j, . . ., ç„_, par les 
équatious (6), on pose i = i, apres lis différentialioiis indiquées par la lettre 
caractéristique D,. 
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MÉMOIRE 

SCR 

LUS VVLEIIIS MOYENNES DLS FONCTIONS 

DUNE OU DE PI.’ISIEimS VARIABLES. 


Cdiisidéi'oos d'abord une fonction U d'iinc seule variable x, et nippusun» 
(|ue cette funetion reste continue entre deux valeurs données de la variable. 
Si, après avoir interposé entre ces deux valcui-s d’autres valeurs équidis- 
tantes, dont le nombre représenté (>ar n — i soit très-considérable, on 
eberche les diverses valeurs de la fonction il correspondantes aux n — i 
valeurs données de la variable x, la moyenne arilliméliquc entre ces valeurs 
de il se transformera, cpiand le nombre rt deviendra infini, en ce cpie nous 
nommerons la valeur mojenne. de la fonction Ü, et cette valeur moyenne 
sera le rapport des deux inté(jrales définies relatives à x, dans lesipielles les 
fonctions sous le sijjne / seront li et l'iinité. Pour plus de commodité, je dé- 
sijpierai cette valeur moyenne de û à l'aide de la lettre caractéristique ,\i , 
et je placerai au-dessous et au-dessus du si{;nc M , les limites de la variable . 
suivant rus.aj[e ailopté pour les iiité|'ralcs définies. 

Concevons maintenant que Ü repré.sentc une fonction de plusieurs varia- 
bles X, J"i - • • » qui reste continue pour les systèmes de valeurs de x, .. . 
comprises entre certaines limites. I,c rapport entre les deux iiilé(;rales défi- 
nies qui, étant relatives à x , . . ., et prises entre les limites données, 

renfermeront sous le sijjne / la fonction 12 et l’unité, sera la limite vers 
laquelle convergera la moyenne arithmétique entre les valeurs de 12 qui 
correspoii. iront à des éléments égaux de la seconde intégrale. Pour cette 
raison, le rap|)ort dont il s’agit sera nommé la valeur mnyenue- <le la fonc- 
tion 12, et je désignerai encore cette valeur moyenne à l’aide de la lettre 

F.X. d'An. et de Phys, atttfi., T. IV. (41* Hvr ) ( Q 
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caractéristique M, eu indiquant au-dessous et au-dessus du signe M les limites 
des diverses intégrations. , 

Concevons, maintenant, que les intégrations doivent être étendues à toH.s 
les systèmes de valeurs des variables x, jr,z,. . qui rédniseut une certaine 
fonctiou rdc ces mêmes variables à une quantité comprise entre deux limites 
données a, b. Ou pourra recberther ce que devient la valeur moyenne de 
la fonction U dans le cas ]>articulier oit les deux limites a,b sc réduisent à 
une seule. Hans ce ca.s, qui mérite d'être remanpié, nous pourrons nous 
borner à indiquer au-dessus du signe M la limite a de la fonction r, en 
ayant soin, d’ailleui's, d'écrire au-dessous du même signe les diverses varia- 
bles X, jr, Z, . auxquelles se rapportent les intégrations. 

Comme nous le montrerons plus tard , la considération des valeurs moyennes 
des fonctions d'une ou de plusieurs variables peut être utilement employée 
dans la solution de pliisicui's problèmes d’analyse, spécialciiient dans l’inté- 
gration des équations linéaires aux dérivées partielles. 


, sxsi.Tsr.. 

.Supposons que l'on fasse Varier ar, j', z ,. . entre les limites 

a- = x, ; jr = jr = jr^\ z = s„, l = 2,; . . ., 

.Vo , Xi pouvant être des foiietions de x, et 2„ , 2, des fonctions de .r, y, etc. 
•Soit d ailleurs û une fonction de x, on de .r, _^,elc. , qui reste continue entre 
les limites dont il s’, git. f.a valeur moyenne de li entre ces limites sera 



CIC. 


Cela posé, on établira facilement la proposition suivante : 

" 1" T/iénrèine. Soit ù une fonction réelle de n varialiles réelles x, y, 

: Si à celles-ci on substitue n autres variables réelles x, y, z,. . . qui 

soient liées aux premières par « équations linéaires, Il considérée comme 
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Fuiic-tiuu de .r, y, z,. . . ou de x , y, z,* • conservera dans 1rs deux cas 
la même valeur moyenne, pourvu que les liiuiles assignées au^second 
système de variables correspoudriit aux limites assi(;nées au premier 
système. 

Démonstration. Eu effet, quand ou transformera chaque ititéf'ralc rela- 
tive aux variables x, jr,z,. . eu siibstituaut à celles-ci les variables .t, 
y,z, . la fonction sur le signe f sera multipliée, comme l’on sait, par le 
facteur 

O = S( i: D,jr Dyj' I), z. . 

Si, d'ailleurs, les variables x, jr, z, . . . sont lié< s par des équations linéaires 
aux variables x , y, z , . . . , le facteur 6 se réduira situplemeiit à une constante. 
Ilonc alors ce facteur pourra êlie placé eu dehors des signes d'intégration, 
puis etfacé comme facteur commun «les deux termes du rapport qui repré- 
sentera la valeitr de 12. 

« Soit maintenant r= f{x , y, z,. . .) une nouvelle fonction, réelle aussi 
bien que U, et supposons que l'ou eberebe la inovcnnc entre le* valeurs 
dcl2 correspondantes à toutes les valeurs de x, y, z,. . pour lesquelles la 
fonction r demeure cotuprise entre deux limites données a, b. Désignotis 
d'ailleurs à l’aide de la notation 

’ m‘ il 

s'.r, »,... 

ce que devient celte moyenne quand la différence b — a s’éèauouil. On 
aura, en x'erlii du ibéorétnc précédent, et en supposant toujours x, y, z,... 
liées à X, y, z,. . . par des équations linéaire.,, 

(i) ’m‘ ü= ü 

z, «. . », Ï,I, 

.Supposons, pour fixer les idées, que la variable r, étant positive, s<iil 
liée aux n variables r,y, r,, . , par une équation de la forme 

(a) r’ = x’ -H -t- z’ -f. 

Si I on nomme A la moyenne entre les diverses valeurs de II correspondantes 
aux divers systèmes de valeurs <le x,_^,z,. . . , pour lesiiucls r demeure com- 
prise entre les limites positives a, b, on aura 


( i48 ) 

les iuté{;rations s'étendant à tous ces systèmes. Si d'ailleurs on pose, comme 
dans le Mémoire précédent, 

(4^ X = a, r, y=a^r, z = a, r,..., 

les variables a, , a,, a,,. . a„, liées aux ii variables x , j', z,. . . par les 
formides (4), devront , eu égard à l'équation (a), vérifier la condition 

(S) a’ 4- «î + . . . + o’ = I . 

D'ailleurs, pour satisfaire à cette condition, il suffit de prendre 


(6) 1 = t a„_, = sinp,sinf,...sinç,_,cosç„_„ 

I a„ = sinç, siny, ... sinp,_jsiu!p,_, 

11 y a plus; si l'on assujettit les angles f,, Ç«_i à demeurer compris 

entre les limites o, n, et l'angle à demeurer compris entre les limites 
— îî, a; alors, pour chaque système de valeurs de a, . a, ,... , a„ propres .à 
vérifier b condition (5), on obtiendra toujours un système unique de valeurs 
de f , , 9,,..., 9»_i. Cela posé, si l'on fait, pour abréger, 

(7) 0 = sin’-’ç,sin'-*ip,. ,.8in*ip„_,sin(i),_,, 


et si, en opérant comme dans le Mémoire précèdent, on substitue, dans les 
deux intégrales que renferme la formule j3), les variables f,, ç,,..., 
9»-a. 9«-o f aux f‘ variables x, . ., on trouvera 


( 8 ) 


r r 

. ir «/o 

A = -tî: 


f:r 


rsi:/: 


ôn r"~' é/r tf/^i • • • ' 


^ r*~’ drtif, . . 


Concevons maintenant que, dans l'équation (8), on pose /> = a, alors le 
second membre de celte équation se présentera sous la forme et pour 

obtenir sa véritable valeur, il sulfira de remplacer le rapport des deux inté- 
grales qn'il renferme par le rapport de leurs dérivées relatives à b, puis de 
poser, dans ce dernier rapport, è = /i; et comme la valeur de A ainsi obtenue 
sera précisément la valeur moyenne de il, désignée |>ar la notation 

I S«l 

M ü. 
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iiutis devons conclure que l'on aura 


■'91 


r sk d 

M Q = 

T.t.l--. 


J—yiJo Jt\ 

r f"" r «‘'t.- -''»— 

*/~ ar Jo *.*0 


Daiilri' part, comme en dcsij;oan( par in un nombre entier quelconque, on 
a (’ênéralenient 


(lo) 


«’r(— ) 

f sin”*”' O f/œ = — — — , 


on trouvera, eu égard à l'équation ( 7 ), 

N 

' r, r • • • r ® - 

donc la formule (p) pouiTa cire réduite à 
r(l\ 

(,a) ’m“ ü=-^i r* r... 

. - J-^hJq Jo 


Cainsidérous maintenant, d'une tiiauiére spéciale, le ca', où l’oii a 

<j = I . 

Dans ce cas la fonction de x,jr, z,. . ., désignée |iar U, se réduit pour 
r = t, en vertu des formules ( 4 ), a une fonction des variables 

^(1 ^(l> 

iH, <^i) substituant cette diTnière fonction à la première, ou réduit la nioyeniu* 


a la forme 


M il, 

P—* 

M Ü, 


a étant une variable nouvelle liée aux variables a, , a,, . . . , a. par l'équation 
(i3) p*=a*-eaî-4- .a». 
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Dont, en tonsidéranl Dcommc une fonction des n variables a,, as,,. . 
et supposant p lié à celles-ci par l'éqnation (i 3 ), on anrn 


('(i) 


/>= ' 
M 


=^f:£-r 6iîd<p, f/ç,. . 


pourvu que, dans le second nienibrc de la formule (l4). <>n regarde a,, 
aj,. . a„, S comme des fonctions île ç,, 9,, . ç,_, déterminées par les 

formules (6) et (7). 

Concevons, à présent, que /<,, u, ..., étant des coefficients réels, on 
pose 


( 1 5) U = K, a, + Mj a, -e . . . -e a.„. 

Soit, d ailleurs, A une quantité positive liée aux coefficients u,, it„ 

par la formule 


(iti) 


et nommons F (A) une fonction paire de k, développable suivant les puis- 
sances asccudaulcs de A’. En verni de la formule ( 35 ) du précédent Mémoire, 
on aura, pour des valeurs impaires de u. 


('7 


j:s-r 


n — a 

Pi ’ F{t>vi)r/ç>,. • 


pourvu que I on pose 1 = 1, après les différentiations indiquées par la ca' 
rarléristique D,. Donc, en éf;ard à la formiile(i 4 ), on aura encore 



Concevons maiiiteiiaiil que FfA) désigne une foiictinii de A, pain ou im- 
paire, mais développable suivant les puissances ascendantes de A. Alors 
I expression 

*m‘ F(A-a)= i f' F(Aa)rfa. 

représentera une fonction paire de A, développable suivant le» puissances 
ascendantes de A’; et à la formule {18) on devra substituer celle ipi'ou en 
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X SS I 

déduit quand on remplace dans le preuiier membre F{k) par M F(ita), 

a I 

f‘t , dans le second membre, rexpressioii 

n. » “ F(«v;)J, 

par l'expression 

(>9) D~[.“ jT F(o,av;)J, 

OU, CP (pi revient au même, par la suivante : 

a — I r a — a , ~i 

iao) • j I), ’ P F(uav‘)'^“J< 

dans laquelle on devra toujours réduire t à l’unité, après les difl’érentiaiions 
indiquées par la caractéristique I),. D'ailleurs, si l’on remplace F(X') par Je”, 
m étant un nombre pair quelconcpic, l’expression (ao), réduite à 


^ D. ' ’ J' (uavt)'"</a j, 


sera équivalente au produit 

m-^t 

— a m-h5m4-3 - 5“ 

» . — ' (i) ( » 

2 2 2 2 

ou, ce rpii revient au même, à I expression 

(• — 3r«— X *1 

On aura donc, pour des valeurs paires de m, 

L dT [ £ (taa V< )" J = ^ ir^ (a, y r)" ] , 

ou, ce qui revient au même, 

D'" L' ’ = " (“vTJ. 

Kii éj;ard à cette dernière formule, dans laquelle le factenr ^ se réduira 
simplement à - pour i = i, ou tirera de l’cquation (i8), quand on y rempla- 
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ii-ra FU) par M F(A«), en supposant ^'(^) développable suivant les 

« 1= —t 

puissantes asccnilantes deX , 

'm I)~|.“ F(wv'7)]- 

«, . K,, . . .S. 

Kn résumé, on peut énoncer l<‘s deux prtiposilions suivantes : 
a' Theoréine. Soient a,, a, , a, , n variables réelle; soit encore 
'j> = ti, a, -t- M, a, -t- «„«„ 

une fonction linéaire de ces variables, les coefficients u,, u^,. . u„ étant 
réels , et posons 

P = V «ï + «ü -t- • • . -4- , k ~ \ kJ + //^ -t- ...•+■«,) • 

Soit enfin F (A ) mie fonelion paire de k , développable suivant les puissance' 
ascendantes rie A’’. < >ii aura , pour des valeiii-s impaires de n, 

1 

î ü_“lJ I •Lsil 

F(A-)= M 1), ’ t ' F(ra\i 

r 

pourvu ipi’nprês avoir effectué les différiuiliations indiquées par la carac- 
téristique D, on rérliiise le para iiètre e à l'uiiilé. On aura d'ailleurs, comme 
l'on sait, 

r ( - ) — ' ■ ^ - S - • ■ (« — g; J.Ï 

a ^ 

7%cbcè-ne. Li;s mêmes choses étant posées r|uc dans le tbéorcme 
précédent, si l’on mamtiie V(&) une fonction développable suivant les puis- 
sances ascendantes de A, on aura 

i « — 3r« — s*» a 

M F(Aa) = -^— M I).' It Ff«v,)J, 

« “ - ' 2l ( - \ »..• »• 

,* 

pourvu qii'aprés b s ilifft-renliatio rs indiquées par la caractéristique I), on 
réduise i à rmiilé. 



(ai‘, 


M F{Aa)=- 
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2 . 


NOTE 


StJB 

L’EMPLOI DES THÉORÈMES 

relatifs aux valeurs moyennes îles fonctions dans l’ intégration 
des équations différentielles et aux dérivées partielles. 


Supposons d’abord l’inconnue o déterminée en fonction du temps t par 
une équation différentielle de la forme 

(i) D.’osrA’tj, 

k étant une quantité constante. Si l’on nomme a, les valeurs de a et 
D, O correspondantes à une valeur mille de t, l'intégrale générale de l'équa- 
tion (i) sera 

gil — ff-ét 

a H ®, , 

OU, ce qui revient au même, 

^a) sr = D, M te“*sr, -f- M /e‘"o,. 

K I « » — I 

Si d’ailleurs la quantité k* est la somme des carrés de plusieurs autres quan- 
tités U,, U,,..,, u„, en sorte qu’on ait 

'3) /t* = «J -(-«î n’, 

on pourra, dans la formule (a), remplacer l'exponentielle e“* par une autre 
dans laquelle l’exposant suit réduit k une fonction linéaire de u,, u,,..., u„. 
Km effet, supposons d’abord que n soit un nombre impair. Alors, en dési- 
gnant par 

£x. 4'Am. et de Pk/$, math,. T. IV’» (41* llw.) 
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n variables auxiliaires, et posant 

( 4 ) U = «,a, -I- ti,a, p* = a] -h +...+ a^, 


on tirera de l'équation (a), combinée avec la lormuie (a i )dn précédent M énioire, 

• — 3 P « — a 


“ — « J P « 

( 5 )- =r=-^D, m‘ /D~[r 

2 r I “ I •»* “i*’*'» *• 

\ï/ 


a Cul y^-< 




ar 


1=) 


P = 

M 


/D “ ’ e“V^J ta,, 


*1» •t»-*-» *■ 


i devant être réduit à l'unité, après les différentiations indiquées par la 
caraclérisiiqne D, . Si n était pair, ou, ce qui revient au même, si, « étant 
impair, était de la forme 

(6) A’ = uj + «5 u’_,, 

il suffirait, pour revenir au cas précédent, de joindre à la formule 
l’équation 

(7) «„ = O. 

en vertu de laquelle la valeur de (j serait réduite à 

(H) U = K,a, + M,a, 

Concevons maintenant que, x, y, z, ... étant de nouvelles variables 
indépendantes, A“ se transforme eu une fonction de 1 ),, I),, D,,... entière et 
du second deyré, représentée par F{Dx, D^, l.’éqiialion (t). ou, eu 

d’autres termes, la formitle ' 

fq) U.^c = F(D,,n„D.,...)eT, 

sera une équation aux dérivées partielles, linéaire et du second ordre , qui 
déterminera l’inconnue u considérée comme fonction de Jr,_p, i,..., f , quand 
on connaîtra les valeurs initiales de ut et D,ia. Soient ^o{x,y, s,...), 
>ï, (jr, J, 3,...) ces valeurs iiiitiale.s. I/iuté|;ralc générale de l’équation fi) 
ou Î9) sera représentée par la formule symbolique 

a= 1 ' (tsjl 

(10) S! = I), M tt!i,{x,jr, i,,..) -i- M te*'“ b, x,/, z,...), 

« S — I ^ I 

analogue à l'équation (a). Soient d’ailleurs 

U = D,, 0=1),,, IV = ü,,.... 
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( )ii aura 

(il) = F(n, w, (V,...); 

el . <i H désigne le nombre des variables x, j-, z,. . la valeur de A’ déler- 
ininée par l'équation i i) pourra être généralement réduite à la forme 

(la) A* mJ - 4 - uj u,î. 


//,, U,,..., u„ étant des fonctions linéaires de u, v, (V,..., en sorte qu'un aura 
1 II, = a,u + h,v -k- c,tv I,, 
t «, = a,tt -4- i,i> -t- c,w -I-.. -I- 

1 u„ = a,u 4- b„v -t- -i-...-t- /,, 

'>1 > ^<> t-’i , -i f| ; <Ji> ^1. Cjv» /ji— * r*«i «•■«.•••. U éiaut des coefficients i|ui 
seront tous réels si la fonction F(x,_^, *,.••) est du nombre de celles qui 

restent positives pour des valeurs quelconques de x,jr, z Admettons 

cette dernière hypothèse. Alors, pour déduire de la formule (5) l’intégrale 
générale de l’équation (t), ü suffira de remplacer dans cette forniiile n„ et 
B, par Oo(.r, Z,...) et et, 2,... ). D’autre part, eu vertu des for- 
mules (i3) jointes à la première des équations (4), on aura 

(i4) U = a« -t- êt> ^ yrv -4- )., 


les valeurs de a, ê, y,.,., ). étant 


(.5) 


a = n,a, +- a.o, a„a„, ê — b,a, e 

X = 1,0., -t- /,a, -f-...-4- 


Fufin, en désignant pari:r(x,^, s,...) une fonction arbitraire de j:, _y, 2,..., 
on aura, en vertu du théorème de Taylor, eu égard à ta formule (i4), 

(i6) e-' El (x,/, 2,...) = e''t^Br(x + o< v’i, y 4- ot 

Donc l'intégrale générale de l’équation f 9) sera 



20. 
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( devant être réduit à l’unité après les différentiations indiquées par In 
i-aractéristiqne 0.. 

La formule (17) conduit aisément à la connaissance des lois des phéno- 
mènes dont l’étude exige l’intégration d’équations semblables à la formnie (9). 
Supposons, pour fixer les idées, que x, jr, z,... représentent des coordon- 
nées d’une ou de plusieurs sortes. Supposons encore que l'équation (9) soit 
homogène, et que, par suite, l„ i,, X s’évanouissent. Supposons enfin 
que les valeurs de l’inconnue 0 et de sa dérivée soient insensibles au pre- 
mier instant pour des valeurs de x,jr, z,... sensiblement différentes de 
zéro. Alors, en vertu de la formule (17), la valeur de a ne sera sensible an 
bout du temps t que pour des valeurs de x, jr, z,... qui vérifieront sensi- 
blement les formules 

(18) X -h al = O, jr-i-St=o, z-hyt = o 

.Soient d’ailleurs 

(19) a, = a, a -e b,ê -+- c, 7 -t- . . a, = ii,a -1- b,ê •+- 0,7 -t-. . . , 
les valeurs de a,, a„... tirées des formules (i 5 ). l/éqiiation 

(ao) aj -4- «î -r- O? = I, 

jointe aux formules (18), (19)1 donnera 

(ai) (a, x-eb,_;'-i-c, z...)*-t- (a,Xf b,jr^. c,z...)’-l-...-(-(a„x-eb,/T c,z...)*= 

et l’équation (a i) devra être vérifiée sensiblement , an bout du temps <, par- 
tons les systèmes des valeurs x,j', z,... pour lesquelles l’inenrinnc a conser- 
vera une valeur sensible. 

Si X cessait de s’évanouir, les conclusions auxquelles nous venons de 
parvenir ne subsisteraient, en général, que pour des valeurs peu considé- 
rables de t. 

■Si la formule (9) se réduit à l’équation du mouvement des fluides élas- 
tiques, la formule (17) reproduira l’intégrale connue de cette équation, et la 
formule (ai) sera l’équation de la surface sphérique mobile qui représentera 
l'onde sonore. 


Digitized by Google 


( '57 ) 


MÉMOIRE 


stnt ' 

LES QUANTITÉS GÉOMÉTRIQUES. 


I.R ttiéorie des équivalences algébriques, à laquelle se rapporte un des 
précédents Mémoires, n’est pas la seule qui puisse être utilement substituée 
à la théorie des expressions imaginaires. On peut encore, avec avantage, 
remplacerces expressions par \e^ quantités géométriques, dont l'emploi donne 
à l'algèbre non-seulement une clarté, une précision nouvelle, mais encore 
une plus grande généralité. Entrons, à ce sujet , dans quelques détails. 

La théorie des expressions imaginaires a été, à diverses époques, envi- 
sagée sous divers points de vue. Dès l'année 1806, M. l'abbé Buée et M. Ar- 
gand, en partant de cette idée que 1 est un signe de perpendicularité, 
avaient donné des expressions imaginaires une interprétation géométrique, 
contre laquelle des objections spécieuses ont été proposées. Plus tard , 
M. Argand et d’antres auteurs, pariiculièremefit MM. Français, Faure, 
Mourey, Vallès, etc., ont publié des recherches (*) qui avaient pour but 
de développer ou de modifier l'interprétation dont il s'agit. Dans mon Ana- 
lyse algébrique, publiée en 18a 1, je m'étais contenté de faire voir qu'on 
peut rendre rigoureuse la théorie des expressions et des équations imagi- 
naires, en considérant ces expressions et ces équations comme symboliques. 
Mais, après de nouvelles et mûres réflexions, le meilleur parti à prendre 
me parait être d’abandonner entièrement l'usage du signe y' — 1, et de rem- 


(*) Une grande partie des résultats de ces recherches avait été, à ce qii'ü paraît, obtenue, 
tnénie avant le siècle présent et dès Tannée 1786, par un savant modeste, M. Uenri-Domi- 
nique Tmel, qui, après lés avoir consignés dans divers manuscrits, lésa communiques, vers 
Tannée 1810, i M. Augustin Normand , conslruclenr de vaisseaux an Havre. 
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placer la théorie des expressions imaginaires par la théorie des quantités qm- 
I appellerai gpomélritjues, en mettant à profit les idées émises et les nota- 
tions proposées iioii-seiilement par les auteurs déjà cités, mais aussi pnr 
iM. de Saint-Venant, dans un Mémoire dijjne de remarque, sur les sommes 
géométricfues . C'est ce que j'essaverai d'expliquer dans les para;;raphes sui- 
vants, qui offriront une sorte d<* résumé des travaux faits sur cette matière, 
reproduits dans un ordre méthodique, avec des luodificalions utiles, sous une 
forme simple et nouvelle eu quelques points. 

§ I*'. — - Déjinttiofts ^ notatiom. 

Menons, dans un plan fixe, et par un point fixi- ü pris pour origine ou 
pôle, un axe polaire OX Soient d'ailleurs r la distance de l'origine O à un 
autre point A du plan fixe, et p l'angle polaire, positif ou négatif, décrit 
par un rayon mobile, qui, en tournant autour de l'origine O dans un sens ou 
dans un autre , passe de la position OX à la position OA. 

Nous appellerons i^uan/ité giiomptiique, et nous désignerons jiar la iiola- 
inm l'i, le rayon vecteur OA dirigé de O vers A. I,a longueur de ce rayon , 
représentée par la lettre r, sera nommée la valeur numérique ou le moitule 
de la (piantité géométrique r^-, l'angle p, qui indique la direction du rayon 
vecteur OA, sera l'argument ou l'azimut de cette meme quantité. Deux 
quantités géométriques seront égales entre elles, lorsqu’elles représenterom 
le même rayon vecteur. Donc, puisqu’un tel rayon revient toujours à la 
même position, quand on le fait tourner autour de l’origine dans un sens ou 
dans un antre, de manière que chaeiin de ses points décrive une ou plu- 
sieurs circonférences du cercle, il est clair <pte si I on désigne par /• une 
quantité entière quelconque, positive, nulle ou négative, et par a le rappori 
de la circonférence au diamètre, une équation de la forme 

flp = »> 

entraînera tonjuurs les deux suivantes 

H = r, P — P -s- ikr.. 
et par suite, les formules 

cos P = cos P , siii P = sin p. 

Kufin, nous conviendrons de nn«urei' les longueurs absolues sur l'axe 
polaire OX, en sorte qu’on aura identiquement 

r„ = r. 
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Quant à la quantité (>éouiétrique ri("),cllc se mesurera aussi bien que r,„ 
sur l’axe polaire OX , mais en sens inverse, et, jiar suite, la notation r, pourra 
être censée représenter Ce qu’on nonmic, en algèbre, une quantité négative. 

Cela posé, la notion de quantité géométrique comprendra, comme cas 
pai'ticulier, la notion de quantité algébrique, positive on négative, et, à plus 
forte raison, la notion de quantité arithmétique on de nombre, renfermée 
elle-niémc, comme cas particulier, dans la notion de quantité algébrique. 

Ajoutons que, pour plus de généralité, on pourra désigner encore, sous 
le nom éc quantité géométrique , et à l'aide de la notation tp, une longueur r 
mesurée dans le plan fixe donné, à partir d’un point quelconque, mais dans 
une direction qui forme avec l’axe fixe OX, ou avec un axe parallèle, l'angle 
polain: p. Alors le point à partir duquel se mesurera la longueur r, et le point 
auquel elle aboutira, seront {'origine et {'extrémité àc cette longueur. 

§ II. — Somme $ , produits et puissances entières des quantités géométriqw's. 

Après avoir défini les quantités géométriques, il est encore néce.sSairc de 
définir les diverses fonctions de ces quantités, spécialement leurs sommes, 
leurs produits et leurs pui.s.sances entières, en choisissant des définitions qui 
s’accorilent avec celles que l'on admet dans le cas où il s'agit simplement de 
quantités algébriques. Or, cette condition sera remplie, si l’on adopte les 
conventions que nous allons indiquer. 

filant données plusienrs quantités géométriques, 

'■>. V'--- 

représentées en grandeur et en direction par les rayons vecteurs 
OA, OA', OA', . . . 

qui Joignent le pèle O aux points .A. A', A', . . ., concevons que l'on mène 
par l’extrémité A du rayon vecteur OA une droite AB égale et parallèle au 
rayon vecteur OA', puis, par le (loini B une droite BC égalé et parallèle au 
rayon x'ecteur OA", . . et joignons le pôle O au dernier sommet K de la 
portion de polygone OABG. . . HK construite comme on vient de le dire. 


(*) gènÎTal ÿ les nofatioDS 

V, 74-tr' ^ 

nprR&enlerom tïetix longueurs aa-surces sur la même droite, mais dans des dirtetions 
opposées. 
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On obtiendra le dernier c6lé OK d’un polv|;one fermé dont les premiers 
côtés seront OA, AB, BC, . . HK. Or, ce dernier côté OK sera ce que 
nous appellerons la somme des quantités {;éométriques données, et ce que 
nous indiquerons par la juxtaposition de ces quantités , liées l’nne à l’autre 
par le signe + , comme on a coutume de le faire pour une somme de quan- 
tités algébriques. En conséquence, si l’on nomme R la valeur numérique du 
rayon vecteur OK, et P l’angle polaire formé par ce rayon avec l’axe polaire, 
on aura 

(i) Rp=r^-^'r^^ r\.+ .... 

Observons d'ailleurs que les côtés OA, AB, BC, . . ., HK, du [K)lygone 
AHGD...HK, peuvent être censés représenter eux-mémes les quantités 
géométriques désignées par les notations r^, rj,,, V)aac , pour obtenir 

la somme de plusieurs quantités géoinétriques , il suffit de porter, l’une 
après l’autre, les diverses longueurs quelles représentent, dans les direc- 
tions indiquées par les divers arguments, en prenant pour origine rte 
chaque longueur nouvelle l’extrémité de la longueur précédente, puis de 
joirulre l'origine de la première longueur à l’extrémité de la dernière, par 
u/u’ droite qui représentera en grandeur et en direction la somme cherchée. 

8i l'on projette ortbogooalement les divers côtés du polygone OABC... H K 
sur l’axe polaire, la projection algébrique; du dernier côté OK sera évideiii- 
ment la somme des projections algébriques de tous les autres, ou, ce qui 
revient au meme, la somme des projections algébriques des rayons vec- 
teurs OA , OA', OA*, .... Donc l’équation (i) entraînera la suivante ; 

(ï) R cos P = r cos p + P eos + r' cos p" -y- 

f)n trouvera de même , en projetant les divers côtés du polygone 
O ABC.. . IIK, non plus sur l'axe polaire, mais sur un axe fi.\e, perpen- 
diculaire à celui-ci ; 

(3) R sin P ■= rûa P -y- r' sin -y- r" ém p“ -y- 

l.es équations (a) et (3) fournissent le moyen de déterminer aisément le 
module R et l’argument P de la somme de plusieurs quanti^s géométriques. 

.Si l’on considère seulement deux rayons vecteurs OA , OA', représentés en 
grandeur et en direction par les quantités géométriques r^, rj,., la somme 
de ces dernières sera, «en vertu de la définition admise, une troisième 
quantité géométrique propre à représenter en grandeur et en direction la 
diagonale OK du parallélogramme construit sur les rayons vecteurs donnés. 
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Eu d'autres lcrmes, elle sera le troisième côté d'un irianfjle qui aura pour 
prenuer côte le rayon vecteur OA, le second cèté AK étant éfial et parallèle 
au rayon vecteur OA'. D'ailleurs, dans ce triangle, le côté OK, représenté 
eu grandeur par le module de la somme -t- r'^, sera compris entre la 
somme et la difféi-ence des deux autres côtés, représentés en grandeur par 
les modules r et r'. Ou peut donc énoncer la proposition suivante : 

i" Théorème. I.c module de la somme de deux qiiantitéîs géomé-triqiies 
est toujours compris entre la somme et la différence de leure modules. 

Il est bon d'observer que le module de la somme de deux quantités géo- 
métriques pourrait atteindre les limites qui lui sont assignées par le 

tbéorème priicédent, et se réduirait effoctiveim-nt à la somme on à la diffé- 
rence des modules r, r', si les rayons vecteurs O.A, OA' étaient dirigés sui- 
vant une même droite, dans le même sens ou en .seus opposés 
I.ie théorème i" cutraine évidemment le suivant : 

a' Théorème. Le module de la somme de plusieurs quantités géométriques 
ne peut surpasser la somme de leurs mndiilcs. 

On peut, au reste, déduire directement ce a' théorème de cette seule 
considération, que dans un polygone formé OABC...HK, le dernier 
côté OK ne peut surpasser la .somme de tous les autres. 

Ce que nous nommerons le proiliùt du plu.sieurs quantités géométriques, 
ce sera une nouvelle quantité géométrique qui aura pour module le produit 
de leurs modules, ut pour argument la soiiinie de leurs arguments. Nous 
indiqucrutis le produit de plusieurs qiiautités géométriques. 



a l'aide des notations que l'on emploie dans le cas où il s’agit de quantités 
algébriques, par exemple, eu plaçant ces i|uaiitilés à la suite les unes des 
autres, sans les faire précéder d'aucun signe. Cela posé, on aura, d’après la 
dèbiiitioD énoncée, 

W >r V V • • • = 

On sait que, pour multiplier par un facteur donné la somme de plu- 
sieurs nombre.s on de plusieurs quantités algébriques, il suffit de multiplier 
ebaqne terme de la somme par le faeteiir ilont il s'agit. La somme f?p de 
plusieurs quantités génméliiques r^,r'^,,... jouit de la même propriété. 
Pour le prouver, il suffit de faire voir que l'équation (i) continuera de 
Li. iTAk m Or PSri. nuis.. T. IV. (41* U>r.) 


a 
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subsister, si l’on multiplie les divers termes 

'■ » r' ,, r" .. . .. 

par un facteur |;éométrique Or, eu premier lieu, si le module p se 
réduit à l'unité, il suffira, pour eff<‘Ctner la multiplication dont il s’agit, 
d’ajouter l’argament o i charnu des arguments /*, p, Mais cette 

opération revient à faire tourner autour de l'origine chacun des rayons 
vecteurs 


/fp 


et, par suite, le polygone OABC . . . HK , dont la construction fournit la 
valeur de /îp, en faisant décrire à chaque rayon vi cteur l’angle o; elle lais- 
sera donc subsister l’équation (i), <|Ui deviendra 


( 5 ) 




lin second lieu, on pourra , sans altén-r les directions des côtés du polygone 
OABC... HK, le transformer en un polygone scmblahie, en faisant va- 
rier ses côtés dans le rapport de i à p, et l’on pourra ainsi , de la formule (5’j, 
déduire l’équation 

+ ('■»/.' s- O + - - 

ijui peut être présentée sous la Ibrrae 
;6) «r = f>p'p + 


Ou peut donc énoncer la proposition suivante : 
3* Tkmrème. Pour multiplier la somme 


r. r.+ .. 


de plusieurs quantilés géométriques par le facteur géométrique p^_ 

il suffit de nmlti|>licr chacun des termes qui la composent par ce même fac- 
teur. 

Ce théorème une fois établi, un en déduit itiiinédiatement la proposition 
plus générale dont voici I énoncé : 

4' Théoréine. Le produit de plusieurs sommes de quantités g<'‘oinétriques 
<at la somme des produits partiels que l’on peut former avee les divers 
termes de ces mêmes sommes , en prenant un facteur dans chacune 
d’elles. 
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Soit uiaiiitciiant m iiu nombre enlicr quelconque. I.e produit de m 
^acteun égaux à la quantité génniétrique est ce t|ue nous appellerons 
la /n'*"' puissance de cette quauliié, et cc que nous indiquerons, suivant 
I usage adopté pour les quantités algébriques , par la notation 

e ■ ■ 

P 

Cela posé, l’équation (4) entraînera évideninient la formule 

(7) 

et l'on étendra sans peine aux puis.sauces entières de quantiu-s géoinélriqnes 
les propositions connues et relatives aux puissances entières de qtianlités: 
algébriques. Ainsi, par exemple, en désignant par m, n deux nombres 
entiers, on aura 

(g) /;r;= 

9) 

.Ainsi encore, on conclura du 4° tbéorêmc que la tormule de Newton, 
relative au développement de la puissance entière d'im bindine, subsiste 
dans le cas même où ce binôme est la somme de deux quantités géo- 
métriques. 

Deux quantités géométriques seront dites opposées l'une à l'autre, lorsque 
leur somme sera nulle, et inverses l’une de l’autre, lorsque leur produit sera 
l'uuité. D’apres ccs définitions, la quantité géométrique ou — sera 
l’opposée de r^. De plus, si I on étend les fiirmules ( 7 ), ( 8 ) an cas même ou 
I exposant m devient nul ou négatif, on aura identiquement 




et la quantité géométrique r^‘ ne sera autre chose que l'inverse de 
Pareillement, r~" sera l’inverse de r“. cl l’on aura 

F F 


Suivant l'usage adopté pour les quantités algébriques, une quantité géo- 
métrique pourra quelquefois être représentée (tar une seule lettre. 
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§ III. — ùifférencex , (ftiottenn et racines de quantités gèométriquft. 

Pour 1rs quantités (jéomctriqucs comme pour les quantités al(;élirique8, la 
soustraction, la division, l'extraction des racines ne seront autre chose que 
les operations inverses de l'addition, de la multiplication, de l'élévation aux 
piiissauces. Pai' suite, les résultats de ces opérations inverses , désignés sous 
les noms de différences, de quotients, de racines, se trouveront complètement 
définis. Ainsi, en particulier, 

I.K liiffÿmnc.e entre deux quantités géométriques sera ce qu'il faut ajou- 
ter à la seconde pour obtenir la première; 

I.C (/uotienf d'une ipianlité géométrique par une autre sera le facteur qui , 
multiplie par lu seconde, reproduit la première; 

La racine d'une quantité géométrique, n étant un nombre entier 
quelconque, sera un facteur dont la n'""'' puissance reproduira la quantité 
dont il s'agit. 

De ces définitions, on déduira immédiatement les propositions suivantes : 

i" Théorème. Pour soustraire une qu.intité géométrique, il suffit d'ajouter 
la quantité opposée 

TL Théorème. Pour diviser par uuc quantité géométrique, il suffit de 
multiplier par la quantité inverse. 

Iæs différences et quotients de quantités géométriques s'indiqueront à 
l'aide des notations usitées pour les quantités algébriques. Ainsi la différence 
des deux quantités géométriques Rp, r^, sera désignée par la notation 

« -'e- 

el le rapport ou quotient qu’on obtient en dtvisatit la première par la se- 
conde, sera exprimé par la notation 

Rp 


Lorsque, dans une somme on différence de quantités géométriques, 
ijuelques unes s'évanouiront, oit pourra se dispenser de les écrire. Donc, la 
somme et la différcucc des ipiantités géotnéiriqties o et pourront être 
représentées simplement par 4 - et — r^\ et l'on aura, eu égard au i" théo- 
rème , 
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Si, dans la dernière des deu» formules précédâtes , on pose p = o, elle 
donnera . 

Soit maintenant la racine n'*’^ de : l’équation 

(0 

donnera 

et, par suite [voir le § !")• 


(a) = ms = p-^ikn, 

Ar dési(jnant une quantité entière, positive, mille on négative; puis on en 
eonclura 



En vertu de la seconde des formules (3), l’angle polaire 



n 


aéir 

n 


pourra être un terme (pielconquc de la progression arithmétique dont lu 
raison serait^» l’un des termes étant^- Il en résulte qu'une même quantité 
géométrique offrira n racines du degré n, toutes comprises dans la for- 
mule 


(5) 



et représeiiiées par des rayons vecteurs égaux, menés du pôle à n points qui 
diviseront une même circonférence en parties égales. Ajoutons que, l’expres- 
sion (5) reprenant exactement la même valeur, lorsqu'on fait croître ou dé- 
croître le rapport ^ d’une ou de plusieurs unités, par conséquent, lorsqu’on 

fait croître ou décroître k de n nu d'un multiple de n, il suffira, pour ob- 
tenir les diverses valeurs de cette expression, de prendre successivement 
pour-A les divers termes de la suite 

( 6 ) 


O, I, 3,..., 


n — 1. 


Si P se réduit d zéro, et rà rtinilé, ou aura siinplemeiii 

= *0 = «• 

Alors le* diverses valeurs de l'expression (51, réduites à la forme 

(7) ■ 

« 

ne s»;ronl autre chose que les racines n*'"" de l'unité, représentées par les 
divers termes de la suite 

'o='- 

il fl m 

Il est bon d’observer que, parmi ces lermes, deux au plusse réduironl à des 
quautit<^s al^;ébriqaes, savoir: le premier terme = i, et, quand n MU‘a 

pair, le terme *, = — * » que l'on obtiendra en posant A' = De plus, 

comme on aura 

af/i — i)w 2 K 3f« — a)it 4^ 


et , par consequent , 


* 3fii— Qff * _ lî ’ * aiJt — a)ir * iî * ' ” ’ 

fl m M n 

il est clair que les diverses racines de l'iiuité pourront être représentées non- 
seulement par les divers termes de la suite (tl), mais encore, si n est impair, 
par les termes de la suite 

( 9 ) * I>— l>T * 4 ™’ ' SÎT* *' * 41 t***'' V» — iW * 


et , si n est pair , par les termes de la suite 

' fs-a)»’"-’ ' 4s’ ' ai» ‘ai’ ‘41’ 


-a a' 


Si, par exemple, on attribue successivement à n les valeurs 
a, 3, 4i » 

on trouvera pour racines carrées de l unitc les deux quautiiés algébriques 
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poui' racines cubiques de l'uniié, la seule quantité alf'ébrique 
quantités géométriques 


J 3 


et les deux 


[loiir racines quatrièmes de l'unité, les deux quantités algébriques i, — i , 
et les deux quantités géométriques 

liées entre elles par la formule 


etc. 



Si , dans l'expression (5) , ou posait k = o, cette expression , réduite à 

l epréseiiteiait une seule des racines de r^. f)r, il suiKra de multiplier 
eelle-ci par l’uiie des valcuis de c'est-é dire, par l'une quelconque 

des racines n'*"" de l'unité, pour reproduire l'expression (5), propre à re- 
présenter l'une quelconque des racines de r^, attendu que l'on aura 

généralement 



a M n n 


On peut donc énoncer la proposition suivante: 

3' Théorème. Pour obtenir les diveises racines d'une quantité géo- 
métri((iie, il suffit de multiplier successivement l’une quelconque d'entre 
elles par les diveises racines n''"" de l'unité. 


§ IV. — Fonctions entières. ÉijHations nlgèbritfttes . 

Nous appellerons Jonction entière d'une quantité géométrique , une somme 
de termes proportionnels à des puissances entières et positives de cette 
i|uantilé. I.e degré de la puissance lu plus élevée sera le degré de la fonc- 
tion. Cela posé, si l'on désigne par : nue quantité géométrique variable, et 
par Z une fonction de z entière et dn degré n, la forme générale de la fonc- 
tion Z sera 

(i) Z = a -i- hz -t- C 2 * -i- . . . + gir"~ ' -+ éz", 
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a, b, c,...,g, h, déïifjaant des coefficients constants, dont chariin pourra 
être une quantité géométrique. Ajoutons que l’ou pourra encore écrire l'é- 
quation (i) comme il suit: 

(a) Z = z*(A 4- gz~' -t- . . . 4 - 4- Az~*^‘4- a2~"). 

Si n se réduisait il zéro , la fonction entière Z se réduirait à la constiinte a. 
Dans toute autre hypothèse, la fonction Z sera variable avec z, et sein 
module deviendra infini avec le module de z. En effet , posons 

z = r^. Z=H,r, 

soit, de plus, h le module de la constante A, et concevons que le module r 
de Z vienne A croître indéfiniment; on verra décroître indéfiniment les mo- 
dules de z“', Z”’, ... ,z“", et, par suite, le polynôme 

A -f- gz”' -h ... -h az~" 

s'approehera indéfiniment de la limite A. Donc, pour de très-grandes valeurs 
de r, le module de ce polynôme différera très-peu du module h de la con- 
stante A, et le module R de Z, eu égard à la formule (a), différera trés-peu 
du module de Az", c'est-à-dire du produit 

hr". 

Donc le moduh' R de Z devientira indéfiniment grand avec le moilnle ;■ 
de z; et à une valeur finie du module R de la Jonction Z rw pourra jamais 
correspondre qu’une valcurfinie du module rde la variable Z. 

Concevons maintenant que l'on attribue à la variable z une valeur finie, 
puis à cette s-alcur finie un accroissement 

Ç = a . 

dont le module p soit tres-pctil; et en désignant cet accroissement par Ai, 
nommons A Z l’accroissement correspondant de la fonction Z. l'onr obtenir 
Z 4 -AZ, il suffira de remplacer z par z -t- Ç dans le second membre de 
l’équation i). où chaque terme pourra être développé, à l'aide de la for- 
mule du binôme, en une suite ordonnée selon les puissances entières et as- 
cendantes de Ç. En opérant ainsi et réunissant les ternies semblables, on 
obtiendra le développement de Z 4 - A Z ett une suite de termes jiroportion- 
nels aux puissances entières de Ç, d’un degré inférieur ou égal à n. Si, de 
cette suite, on retranche la fonction Z représentée par le terme indépendant 
de Ç, on obtiendra un reste qui sera divisible algébriquement par Ç, et qui 
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représeniera le développement de A Z. Nommons Ç"* la plus petite dc' 
puissances de Ç, comprises dans ce développement. Le quotient que pro- 
duira la division de A Z par Ç", sera une fonction entière de Ç qui se ré- 
duira, pour une valeur nulle de Ç, à une limite finie et différente de zéro, 
.Soient «y ce quotient, et la limite ilont il s’afjil. On aura non-seule- 
ment 

tuais encore 

AZ=-ByÇ'"=(Tir)y^™„, 

et pour des valeurs décroissantes de p, l'argument -e ma de AZ conver- 
gera vers la limite if -t-mu. Cela posé, nommons A et B les extrémités de 
deux rayons vecteurs qui, partant du p6le O, soient représentés en gran- 
deur cl en direction par les deux quantités géométriques 

Z, Z+AZ. 

La longueur .AB, représentée géométriquement par AZ, et numériquement 
par le module Hf'", se mesurera dans une direction qui formera l'angle 
y -+- mst avec l'axe polaire. Si, d’ailleurs, on fait croître le module p à partir 
de zéro, le point B, d’abord appliqué sur le point A, décrira un arc dont 
la droite AB sera la corde; et la tangente menée .i cet are par le point A 
formera, avec l'axe polaire, un angle égal non plus à la somme II -t- ma, 
mais à sa limite 9 -t- ma. Or, évidemment, la distance OU .sera plus petite 
que la distance OA, si le point B est intérieur à la circonférence de cercle 
décrite du pAle O comme centre avec le rayon O.A; el l’on peut ajouter que 
cette dernière condition sera certainement remplie, pour de très-petites 
valeurs du module p , si la taugciilc menée par le point A à l'arc AB forme 
un angle obtus avec le prolongement du rayon O.A , on, en d’autres termes, 
si l'uiigle polaire Tl, déterminé par la formule 

(3) . Il = if -t- ni O — 1’, 


offre un cosinus négatif; ce qui aura lieu, parexeuqde, si l'oii a 11 = jt. 
Mais, après avoir choisi arbitrairement pour 11 iin angle dont le cosinus soit 
négatif, on pourra toujours satisfaire à l’équation (3), en altribininl à a une 
valeur convenable, pnisqiie, pour y parvenir, il suffira de prendre 


( 4 ) 


— » -*- P — ‘t* 

m 


Ifone, en définitive, si le module R de Z, correspondant à une valeur finie de 
Ex. tf'An. Ktdt EEri. T. IV- 48" li»r.J 
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la variable 2, n’est pas nul, on pourra moilifler cctle valeur de maniéré à 
faire décroitre le module R. Eu conséqueuce , la plus petite valeur que pourra 
prendre le module R ne pourra différer de zéro. Mais quand R s'évanouira, 
la valeur de 2, d'après ce qui a été dit plus haut, devra rester finie, et, 
puisqu'une telle valeur vérifiera l'équation 

Z = 0, 

ou pourra énoncer la proposition suivante ; 

i" 7 'héorème. Soient 2 une quantité géométrique variable, et Z une louc- 
tioü entière de 2. On pourra toujours satisfaire , par une ou plusieurs valeurs 
finies de z, à l'équation 

( 5 ) Z = O, 

Une valeur finie de z, qui vérifie l'équation ( 5 ), est cc qu'on noitime une 
racine de cette équation. Soit 2' une telle racine, la fonction Z s’évanouira 
avec la différence z — z'; et si le dejjré n de cette fonction surpasse l'unité, 
elle sera le produit de z — z' pour une autre fonction entière qui devra 
s’évanouir à .son tour pour une nouvelle valeur z" de z, et sera , en consé- 
quence, divisible par z — 2". En cunliuuunt ainsi , on finira par établir la 
proposition suivante: 

a* Théorème. Suit z une quantité géométrique variable, et 
Z = a-t- 6 z-t-cz’-t-...-t- gz"” ' + Az" 
une fonction entière de z du degré n. E'équation 

Z = o' 

adnietiia n racines; et si l'on nouiuie 

Z , ** * 

CCS memes racines, on aura identiquement, quel que soit z, 

' 6 ) Z=A(z-z')(z- z')...(2- z-% 

en sorte que la fonction z sera le produit de la constante h par les facteurs 
linéaires 

■ V z-z', z — 2",..., z-z'". 

Il est bou d'observer que, dans le cas où I équation (Sj se vérifie, le terme 
hz" de la fonction z équivaut à la somme de tous le.s autres, .prise en signe 
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l onlraire. Donc alors le module br" de ce terme doit être égal ou inférieur 
à la somme des modules de tous les autres ; et si l'on utimme b , c, b 
les modules des coefficients h, c,..., g, h, on doit avoir 

(7) a -t- br + cr’ -t- ... + gr""* — br"= ou >0. 

Or, cette dernière condition peut s’écrire comme il suit ; 



D'ailleun, le premier membre de la formule (8) varie, en décroissant, par 
degrés insensibles, et passe de la limite ce è la limite — h, tandis que r 
croît et varie par degrés insensibles en passant de zéro à l’infini. Donc ce 
premier membre s’évanouira pour une certaine valeur de r qui vérifiera 
l’équation 

(9) a + br+ cr’-t- ... -I- gr*-' — hr"= o; 

et si l’on nomme 1 la racine positive unique de l'équation (9), la condi- 
tion (7) ou (8) donnera r< 1 . On peut donc énoncer la proposition sui- 
vante ; 

3 ' Théorème. Les mêmes choses étant admises que dans le tbéorctnc a, 
chacune des racines de l'équation proposée offrira un module inférieur à la 
racine positive unique de l'équation auxiliaire qu'on obtient lorsqu'on rem- 
place, dans la proposée, chaque terme par son module, en affectant du 
signe — le terme qui renferme la plus haute puissance de l’inconnue, et 
tous les autres du signe 

I.orsquc, dans la fonction entière z, tous les termes s’évanouissent , à l'ex- 
ception des termes extrêmes a et hz”, la formule ( 5 ), réduite à Yéquation 
binôme 


(10) 

donne 


(l>) 


a -t- ht" = O, 



et ses diverses racines ne sont autres que les racines n""'" du rapport 


§ V. Sur la réjolutivn tirs équation.i alf^/hriques. 


Considérons toujours une équation algébrique 
(.) Z = o, 
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dont le premier membre 

(a) Z= a + Az -f- es’ +• . . . + ^s"~ ' -t- As" 

soit une roiictiuii entière tic la variable 

s = r,, 

les coefficients a, b, c g, h [louvant être eux-mêmes des quantités fjéo- 
niétrii|iics. Comme on l'a prouvé dans le précédent paragraphe, cette équa- 
tion admettra généralement n racines, c’est-à-dire que l’on pourra généra- 
lement assigner à s, « valcuis pour les(|uelles la fonction Z s'évanooira. 
Résoudre l'équation , c’est déterminer ces racines en commençant par l’itne 
quelconque d'entre clics; et la condition à laquelle une méthode de réso» aV 
Ititioii devra satisfaire, sera de fournir chaque racine avec telle apprtwti-^Pj 
niation que l’on voudra. Or le caractère d’une racine est de rédnii'c à aéro^ 
la fonction Z avec soit module R\ et si des valeurs succe.ssives jde ; corres- 
pondent à des valeurs de R qui décroissent sans cesse, eu s’approclianl iù- 
définimeut de la limite zéro, ces valeurs de 2 formeront une série dont té 
terme général convergera vers une racine de l'équation (i). Donc, pour 
résoudre celte équation , il suffira de faire décroître indéfiniment le mo- 
dule R, cl l’on pourra considérer comme appropriée à ce but tonte méthode 
qui permettra de substituer à une valeiir finie quelconque de z une autre 
valeur qui fournisse un module sensiblement plus petit de ta fonction Z. 
D’iiilleiirs, si, de ces deux valeurs de la première n’est pas nntlc, ou 
pourra considérer la seconde comme composée de deux parties dont l une 
serait précisément la première valeur de z, à luqneilc s’ajoiHcrail une 
valeur particulière d'une variable iioiivelle qui aurait commencé par 
cire nulle. Donc on peut admettre comme niétiiodc de résolution tout 
procédé qui permet d’assigner à une variable z comprise dans une fonction 
entière Z, une valeur à laqucdle corresponde un module R de Z sensible- 
ment iufériciir au module du lorme constant a, qu'on obtient eu posant, 
dans cette fonction, z= o. 

Cela posé, concevons que, la valeur générale de Z étant donnée par l’é- 
qnalion (3), on considère d'abord le cas où le coefficient A de z diffère de 
zéro. .S] la variable z passe d'une valeur nulle à uue valeur très-peu diffé- 
leiilc de zéro, la fonction Z passera de In valeur a à une valeur peu diffé- 
rente de a , et représentée a;)proximativemcnt par le binôme 

a+ bz. 

Si , d'ailleurs , le module de a est très-petit relativement an module de b , 
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l'éqiuition (i) offrira, pour rordinairc, une raciue irK-rapprüchéê H<* /éro, 
ei cette racine se confondra s<‘Dsiblemem avec celle de l'équation binôme 

( 3 ) a + bz = O, 

ou, ce qui revient au même, avec la quantité jjéoniétrique déterminée 
par la formule 

( 4 ) ' K = 

f)n pourra donc alors prendre ordinairement la quantité pour valeur ap- 
prochée de l'une des racines de l'équation (l), et c'est en cela que consiste la 
méthode d’approximation linéaire on newtonienne. Toutefois, la valeur p^ 
attribuée à la variable z ne pourra être admise comme valeur approchée d'une 
racine qu'autaut qu’elle fournira un module H de Z inférieur au module de a 
Si, en posant 

5) z=p^. 

on obtient un module de Z supérieur au module de a, on pourra substituer 
à la valeur précédente de z une autre valeur de la forme 
(6) • ■ Z = r„ , 

r étant inférieur à p, et convenablement choisi. F.ffectivement , soient 
a, b, c,..., g, h 

les modules des coefficients 

a, h, c,..., g, h. 


a -h hz. 


be module de 
qui .se réduisait à 

a — bp = O 

lorsqu’on prenait z = p^ , deviendra 
(7) a — br > O, 

lorsqu'on poser.i r = ; alors aussi le raodnic de la somme 

cz’ + ... -(- gz"~' -t- hz” 

sera , en vertu du a' théorème du § Il , égal ou inférieur à la quantité positive 
cr’ + ...-4- gr'^' -1- hr", 
et par suite le module du polynôme 

Z a “4“ b Z “t" cz* “t“ . . . - 1 - gz*~ * -f- éz ** 
sera égal ou inférieur à la quantité positive 

a — br-t- cr* -+-... + gr"-‘ -e br“. 
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iiii, cc i|iii reviunt au uièmc, à la différence 

(rt; a — r(b — cr — . — lir*-*). 

Donc le mudnle /i de Z sera inférieur au module a de la constante n, si 

I on détermine 2 à l'aide de l’équation (6), en assujettissant le module r à vé- 
rifier iioii-sculeinent la rondilioii (7), mais encore la suivante : 

(<j) b — cr — ... — (îc*”’ — hr*~‘ > o. 

II ailleurs, si l'nii nomme f la racine positive unique de l’équation 

(loi b — cr — . . . — ffr""’ — hr"“' = o, 

il suffira, pour satisfaire siimiltanément aux conditions (7) et (9), que le 
iiiudnle r devienne inférieur au plus petit des deux nombres p et r- En con- 

■.équenee, on peut énoncer la proposition suivante : 
i" Théorème. Soient 

• 7 , ~ a hz + cz' -t- . . . -1- gz"’' ' hz” 

une fonclion entière de la variable 2 = r , et 

a, b, c,..., f„ b 

liM modules des coeffiejents 

«. c,.. r, g, h. 

Supposons, d'ailleurs, que, les coefficients n, h n'étant pas nuis, on nomme 
la racine de l’équation binftmc 

a hz= O. 

et r la racine jiositive unique de l'équation 

b — cr — ... — ((r" ’ — hr"‘ ' = o. 

Pour rendre le module delà fonction 7 inférieur au module de son premier 
terme a, il suffira de poser p = m, et d'attribuer au module r de 2 une 

valeur inférieure au plus petit des deux nombres p,r. 

Nous avons ici supposé que , dans la fonction 7 , le coefficient de 2 ne se 
réduisait pas à zéro. Mais ce coefficient et d'autres encore pourraient s'é- 
vanouir. Admettons cette hypotbésc, ou, ce qui revient au même, suppo- 
sons In fonction Z déterminée, non plus par l'équation (a), mais par une 
■■quation de la forme 

(il) 7 ^ a + bz' + cz"' + .. . + hz". 
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les nombres /, i/i,..., » formant une suite croissante. Alors, si le module 
de a était très-petit relativement au module de b, ou {murrait, dans une 
première approximation , réduire pour l'ordinaire l’équation al);ébrique 

Z = o 

a l'équatioii binôme 

(ta) (I -h bz‘ = O. 

De plus, en raisonnant comme ci-dessus, on établirait à la place du théo- 
rème I*', la proposition suivante : 

a' Théorème. Soient ' 

Z = a 6z' -4- es" -I- . Aï" 

une fonction entière de lu variable z = r^, et 

a, b, c h 

les modules des coefficients 

a, b, c,..., h. 

Supposons, d'ailleurs, que les nombres n forinent une suite croi.ssaute, 

et que, les coeffieients n, h n'étant pas nuis , on nomme l'une qnelcouqiie 
des racines de l'équation binôme 
( I a) a + bz‘ = O, 

et r la racine positive unique de l'équation 

(i3'j b — cr“*' — ... — = O. _ * 

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son premier 
terme a, il suffira de poser p = bt, et d’attribuer an niodiile /■ de z une va- 
leur inférieure au plus petit des deux nombres p, r. 

Kn s'appuyant sur les théorèmes i et a, un pourra, d'une valeur nulle d< 
s, déduire une série d autres valeurs auxquelles correspondront des valeurs 
sans cesse décroissantes du module R de la fonction Z. Si ces valeurs dé- 
croissantes de R s'approchent indéfiniment de zéro, les valeurs correspon- 
dantes de Z convergeront vers une limite qui sera certainement une racine 
* de l'équation ! i). Mais il peut arriver aussi que les valeurs de R succcssivc- 
ini nt obtenues décroissent sans s'approcher indéfinmicut de zéro, (l'est ce 
que l'on reconnaîtra sanspciuc en essayant d'appliquer les théoreme.s énon- 
cés à la résolution d'équations très-simples, par exemple d'équation> du- 
second degré. ' 


( 176 ) 

Kn rflei, consi'It'rous le cas où, 7. étant du second degre, 1 on aurait 
7. — a Jt- hz -V- cz'. 

Sti|)|Misuiis, d'ailleurs, que a, b, c étant les modules de rt, A, t', on ait 
a = a, /) = — b, f = c. 

I.a valeur de 7 deviendra 

(i 5) Z = a — bi -t- ei*; 


et les racines (s^, r des équations 

a — bz = o , b — cr = O 


-eront 


9„ = I,’ 




de srii le qu'on aura encore 


P ^ b’ 


Si, d'ailleurs, fi est supérieur à r , ou, ce qui revient au même, si l'on a 
(iti) ac— b*>o; 

alors, pour obtenir un module de / inférieur au module a, il suffira, en 
vertu du théorème 1 ", de poser 
l ,y) Z — 6 T, 

5 désignant un nombre entier inférieur à l’iinilé, mais qui pourra varier ar- 
bitrairement entre les limites o t ; et «oniine, en posant 


<■ 18 ) z=Sr-t-Ç, 

on trouvera 

( 19 ) Z = a' — b' Ç -I- e Ç 

les valeurs de a', b' étant 

■/o) a'=r a — 5(i — 9)br, b' = (i— aS)b; 

il est clair qu'à la valeur zéi\> de Ç, ou, ce ipii revient au même, à la valeur _ 
^r lie 2 eorrespomira un module de Z, inférieur au module a, et représenté 
par a'. 11 v a pins ; comme des lormules' (aoj, jointes à la roiidition iGj, 
on tirera 

:atj‘ a'e— b'’>ü, 
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il suffira dapplicjner le ibéoréme i " à la valeur (>énérale de Z , que déter- 
mine non plus l'équation (i 5 ), mais l’équation transformée (19), pour dé- 
montrer que le module de Z décroîtra encore si la nouvelle variable Ç passe 
de la valeur zéro à la valeur 

4 = «er, 

B étant déterminé par la formule 

e= I - aô, 

ou . ce qui revient au même , ai la variable 2 passe de la valeur 6r à la va- 
leur Ôr (1 -1-6). En continuant ainsi, ou reconnaîtra que, pour obtenir des 
valeurs décroissantes du module de Z, il suffit de prendre pour valeurs suc- 
cessives de Z les divers ternies de la suite 

(aa) O, Sr, 6 r{n- 0 ), 5 r (1 -+- 6 -i- 0 ”), etc ... 

Or le terme général de cette suite converge vers la limite 

6r(i -t-0-+-0* -♦-...) = YZTë ~ â 


et comme, en supposant remplie la condition (16), un trouve ^ pour 

I I b 

a ** a c * 

I b' 3 

Z = a — J — >7 0, 

4 c 4 

il est clair que, dans cette hypothèse, la limite vers laquelle converge le terme 
général de la série (aa) ne peut être une racine de l'équation du second degré 

(i 3 ) a — bi -)- cz’ = O. 

On arriverait aux mêmes conclusions en formant la série des valeurs décrois- 
santes du module fl de Z, qui correspondraient aux valeurs successives de 
la variable z, et l’on reconnaîtrait ainsi que le terme général de celte nou- 
velle série, au lieu de s'approcher indébniment de zéro , converge vers la limite 

a — ( 1 — S)rb (i -I- 0’ J- 6* -I- . . .) = a — br =a — i br> 


par conséquent vers la limite a 


1 b‘ . . 3 

I — » supérieure a ^ 


l.a limite vers laquelle converge, le terme général de la série (aa) ii’élant 
. pas une racine de l’équation (ai), ou pourrait cire tenté de regarder le cal- 
cul de cette limite comme inutile .4 la résolution de celte équation. Mais 
Et.d'An.tld, PIvi.mttt.. T. IV.(M*lor ) ^3 
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cette o|>inion serait une erreur; carsi l’on décompose la variablezen deux par- 
ties dont la (>remièrc soit la limite trouvée, ou , en d'antres termes, si l'on pose 



ç. 


il suffira de substituer à la variable z la nouvelle variable Ç, pour réduire 
l'équation (a.')) à l'équation binéme 
(a4) + cÇ’ = O, 

la valeur a' étant 

, I b’ 

a = a — -T — 

4 « 

D'ailleurs, les deux racines de l'équation (a4) autres que les deux 

racines carrées du rapport 

Généralement, si, au lieu d’une équation du second degré, ou considère 
une équation de degré quelconque, la série des valeurs de z, successivement 
déduite» des règles que nous avons énoncées, et correspondantes à des va- 
leurs décroissantes du module 7? de Z, pourra converger vers une limite 
qui, n'étant pas une racine de l'équation donnée, ne fasse pas évanouir le 
module fl. Mais alors il suffira d'attribuer à cette limite un accroissement 
représenté par une nouvelle variable Ç; puis de substituer Ç à z, pour ob- 
tenir, à la place de l'éipiaiion donnée, une équation transformée, de la- 
quelle 011 pourra déduire, par l'application des mêmes règles, une nouvelle 
série de valeurs de Ç , et par conséquent une nouvelle série de valeurs de z, 
corrc.spondantes é de nouvelles valeurs déeruissaules du module fl. 

En continuant de la sorte, e’est-à-dire en déduisant, s’il est nécessaire, 
des règles énoncées plusieurs séries de valcursde z, en déterminant d’ailleurs 
avec une approximation suffisante les limites vers lesquelles convergent les 
termes généraux de ces séries , et eu transformant l'équation donnée pat 
l’introduction de variables nouvelles qui, ajoutées à ces limites, repro- 
duisent la variable z, on pourra uon-seuleiiieut diminuer sans cesse, mais 
eucurc rapprocher indéfiniment de zéro le module fl; par cuusèqiieut, on 
finira par résoudre l’équation donnée avec une approximation aussi grande 
que l’on voudra. Il y a plus : celte iiiétbode de l ésoliilion peut encore servir 
à démontrer l'existence des racine». Lorsqu’on veut l’employer à cet usage, 
il n’esl pas absolument nécessaire de considérer les équations auxiliaires (3) 
et ' to), ou(ia) et (i3); il suffit d'observer que l’on satisfait aux condition» 

requ’ises, par exemple aux couditioiis ( 7 ) et ( 9 ), en nltril>iinnl au module r 
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de Z uae valeur iafiiiiineot pelile; et l'un «e trouve ninsi ramené au théo- 
rème I*' du § IV, par une déinonsiratiou qui est prérisémeot celle qu'en 
a donnée M. Argand dans un article que renferme le IV' volume des An- 
nales de M. Gergonne, pages i.li et siiivantt» (*). C’est encore à cette dë- 
manstralion que se réduit celle que M. l-q'etuire a propo>ëe pour le même 
théorème dans la seconde édition de la Tltéorie des nombres. D’ailleurs, 
M. Legendre observe i|u'cn diminuant continuellement le module d'une fonc- 
tion entière par des opérations semblables, répétées convenablement, on 
parviendra, en définilive, à iiiic valeur de ce module aussi petite que l’on 
voudra; il présente, en conséquence, ce décroisseiuent graduel comme nié- 
tbode de résolution pour les équations algébriques, et surtout comme propi e 
à fournir une première valeur approchée d’une racine d'une telle équation. 
Mais le moyen qu'il propose pour conduire le calculateur à ce but laiss.' 
beaucoup à désirer, et consiste à faire décroître le module de la fonction 
entière Z, en attribuant à la variable z une valeur égale au produit d un coef- 
ficient très-petit par la racine de l'équation (S), ou par une racine de l’éipia- 
lion (ta). Du reste, il n’expliqiie pas comment on doit s’y prendre pour ol>- 
lenir un coefficient d'une petitesse telle, que le module Z décroisse effec- 
tivemeut, et ne parle pas de l'équation (lo) ou(i.H), qui permet de répondre 
à cette question. Ajoutons que. même en ayant égard à l’équation (lo) ou 
fi3), et en suivant ja méthode ci-dessus tracée, on peut être exposé à un 
travail long et pénible, si l’on n'a pas soin de eboisir convenablement le.v 
quantités que la méthode laisse indéterminées; par exemple, le nombre dé- 
signé par Ô dans la formule (i8). Supposons, pour fixer les idées, que l’équa- 
tion (a3) se réduise à la suivante ; 

a — Z -4- z’ = o. 

Alors, le rapport ^ ou r étant réduit à l’uuité, le rt"™' terme delà série (aa) sera 

' ■' I — a a a ’ 

et converg^era, pour des valeurs ci'oissantes de vers la limite Mais il 

s'approchera Irèadcntenient de cette limite, si i on attribue an nombre $ une 
valeur peu dift’éreotc de zéro, à lacpiellc correspondra une valeur de B peu 
difîêrenie de l'unité. Donc alors on devra prolonger fort loin la série (at*;, 

(*) J*aî en ce moment tous les yeux un exemplaire de Touvrage dont cet article offre le 
Cet ouvrage, qui a pour titre : Essai sur aar autnirn: de représenter iet ffnandté.i 
rtnagtnairrs dans les ronstructiMs géométrtfjut f . , porte la d/ile de i8ot>. Lt nom de l’autru) , 
Robert Jrgand , de Crnètr , est ccrit à la main. 

a3. , 
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avant d'obtenir uu terme sensiblement égal à cette limite ; et l'on peut ajou- 
ter que les valeurs de R, correspondantes aux valeurs successives de z, dé- 
croîtront très-lentement. A la vérité, dans le cas présent, on peut déterminer 
directement la limite cherchée. Mais il n’en sera, plus de même quand l’équa- 
tion donnée sera d'un degré supérieur au second ; et généralement le calcul 
des valeurs successives de z deviendra pénible , si le module R décroît très- 
lentement tandis que l'on passe d'uuc valeur de z à la suivante ; ce qui obli- 
gera le calculateur d'effectuer une longue suite d’opérations avant que ce 
module devienne sensiblement nul. 

On évitera ces inconvénients, ou , du moins, on les atténuera notablement 
si, en nppliqiiaui à une fonution entière Z le théorème t ou a, on. attribue 
a la variable z un module r qui, sans dépasser la plus petite des limites in- 
diqnées jtr' et r* fasse décroître, autant qu’il sera possible, le module de Z. 
IVailIcnrs, lorsque, le coefficient de z dans Z étant différent de zéro, un at- 
tribué à la variable z, avec l'argument sr, un module égal et inférieur au plus 

• i* 

petit des nombres p, r, le module de Z ne dépasse pas la somme (8), savoir : 
(8) a — r(b — cr — ... — gr"“’ — hr*“* ), 

dont la valeur minimiim, inférieure à a, correspond à la valeur maximum 
du produit 

(a5) r(b — cr — ... — gr"”’ — hr*"'), • 

Enfin, le produit (i5) . dont les deux facteurs s'évanouissent , le premier 
quand on pose r = o, le second quand on pose r = r, aura pour majcimunt 

une valeur positive correspondante à une valeur t de r, qui vérifiera la 
condition 

t. < r- 

Cela posé, la quantité z, inférieure à r, sera la valeur de r à laquelle corres- 
pondra la valeur minimum de la somme J[8), que le module de Z ne dépassera 
point si l'on a r < p. On se trouvera donc naturellement conduit à substituer, 

dans le théorème i", *■ à é; on pourra même réduire le module r de z à 
celle des deux quantités i qui fournira le plus petit module de Z; et l'on 
obtiendra ainsi, pour la lèsolution des équations algébriques, la méthode 
nouvelle et très-simple qui fera l’objet de l'article suivant. 
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MÉTHODE NOUVELLE 

LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 


Soit toujours 

(i) Z = rt + -(- «* -t- . . . + gz"~' -f- hif 

une fonction entière de la variable 

z = r^. 

(Inmrae on l'a expliqué dans le Mémoire précédent, on pourra résoudre une 
équation algébrique quelconque à l’aide de tout procédé qui fournira pour 
In variable zune valeur à laquellecorrcspondra un module R de la fonction Z, 
sensiblement inférieur au module a du premier terme a. 

Cela posé, considérons d’abord le cas où, la valeur de Z étant donnée par 
l'équation (i), le coefficient h de z diffère de zéro. Alors une méthode de 
résolution très-simple pourra évidemment se déduire du théorème que nous 
allons énoncer. 

I*' Théorème. Soient 

(i) Z = rt -+- Az + cz’ -t- . . . -*^ gz"-' -t- /iz' 

une fonction entière de la variable z = r^, cl 
a, b, c,.. ., g, h, 

les modules des coefficients 

a, b, c,..., g, h. 

Supposons d'ailleurs que , les coefficients a, h n'étant pas nuis, on nomme f>„ 
la racine de l'équation binôme 

(a) a -I- ôz = O , 


Digitized by Google 


( ) 

)‘l X, la valeur de r pour laquelle le produit 
3) r(b - c/ - ... - {jr"-’ — hr*-'; 

devient un mnximum, ou, ce qui revient au même, la racine positive 
unique île l’équation 

(4) b — a cr — .. . — {« — l)6r*"’ — nh/*”* = o. 

Pour rendre le iiiodiile de la fonction Z, inférieur au module de son pre- 
mier terme a , il suffira de réduire ce module à la plus petite des doux 
valeurs qu'on obtient quand on pose suceessivement 

Oéinonslration. [yorsque , rargumént de z élaul égal à o , le modale de z 
est égal ou inférieur à p, le module du binôme a bise réduit à la diffé- 
rence 

a — br; 

par eonséqueiil, le module de Z ne surpasse pas la somme 
5) a — br -t- cr’-t- .. . -4- gr*’”' -f- lir". 

D'autre |>art, le produit (3), qui croilra eu passant d'une valeur nalle à sa 
valeur maximum, tandis que r croîtra depuis zéro jusqu’à t, sera toujours 

positif dans cet intervalle. Donc, pour /• = on < t,, ou aura 
(G) cr’ -t- ...-I- hr"< br. 

Or il résulte iinmédialcinent de cette dernière formule que, si l'on réduit le 
tnodiile r au plus petit des deux nombres p, t, I» somme ( 5), et à plus forte 
raison le module fl de Z, offriront des valeurs inférieures au module a 
Donc le plus petit des modules di- Z, correspondants aux valeurs p„,t. de 

£, sera certainement inférieur au modide a. 

Coivlltiire. Il est bon d'observer que, si l'on considère le produit (3j 
comme fonction de r, ce produit, qui croit toujours avec r quand on fait va- 
rier r entre les limites o, t-, offrira dans cet intervalle une dérivée toujour- 

positive. Donc, pôiir r < i., on aura toujours 

b — a cr — ... — (n — i) gr*~’ — n hr"*' > o. 
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ou , ce qui revieni au même, 

br — a cr' — ... — (n — ~ ” " 

puis on en conclura 

(7) br — cr* — ...— gr”"' — br’ > cr’ + ... -t- (n — a)gr"'*-4- ; n — i)br''- 

Or, en vertu de cette dernière formule, qui culraiue évidemment avec elle 
la condition (6), le module a surpassera la somme ( 5 ) d’une quantité supé- 
rieure au nombre a déterminé par la formule 

(8) a = cr* -t- . . . -t- ( n — a ) gr"~' -*- ( « — 1 ) br”. 

Uüuc, par suite, le module R de Z deviendra iuférieur à la différence a — a, 
si l'on pose z = en prenant pour r le plus petit des dcii’i nombres f, , *■; 
et, à plus forte raison, .si l'on réduit le module fl à la plus petite des deux 
valeurs qu'il acquiert quand on pose successivement z = , z = 

Ajoutons que le nombre a ne s'évanouira jamais, si ce n’est dans le cas 
particulier où , les coefficients c,..., g, A s'évanouissant tous siniultancmeiit, 
le pidynùnie Z, se trouverait réduit au binùme a + hz. D'ailleuis, dans cr 
cas particulier, réquation algébrique Z = o se réduirait précisénieiil à l'é- 
quation binéme n -t- Az= o, dont la racine est z = — ?■ 

Considérons maintenant le cas où, dans la fonction Z, le i nefficient de z 
s'évanouirait; ou, ce qui revient au même, supposons cette fonction déter- 
minée, lion plus par la formule (t), mais par une équation de la forme 

Z = « -I- Az' -H cz™ -I- . . . -I- Az“. 

Alors, an théorème i", on pourra substituer la proposition suivante ; 

2' T’h’orème. Soient 

fq) ' Z = O f- Az' •+• Cï" - 4 - ... -t- /i*", 

une fonction entière de la variable z = r , et 

a,b,c,...,b, 

les modules des coefficients 

a, h , c, . . . , h. 

Supposons d’ailleurs que les nombres /, m, . .., n foriiient une suite crois- 
sante, et que, les coefficients <1 , b n'étant pas nuis, ou nomme rime quel- 
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conque des racines de l'équation bindine 

(10) a h:^ — O. 

l-'iiKn , soit t la valeur de r, pour laquelle le produit 

(11) r*{b — cr"^' — — hr"^) 

devient unmaximum , ou, ce qui revient au même, la racine positive unique 
de l’équation 

(la) /b — ,ncr"“' — ... — nhr"“' = o. 

Pour rendre le inudule de la lonctinn Z inférieur au module de son pre- 
mier terme a, il suffira de réduire ce module à la plus petite des deux va- 
leurs qu'il obtient quand on pose successivement 

Démrmstralion. Lorsque, l'argumcul de s étant égal o, le module de z 
est égal ou inférieur à p, le module du bindme a -r bz‘ se réduit à la diffé- 
rence 

a — br', 

par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la sutiiuic 
1 3) a — br' -I- cr™ -i- hr". 

D'autre part, le produit (i i), qui croîtra en passant d’une valeur nulle à sa 
valeur maximum, tandis que / croîtra depuis üéro jusqu'à t, sera toujours 

positif dans cet intervalle. Donc, pour r = ou < t,, on aura 
i41 er" -t- . . . -4- lir"< br'. 

Or il l'é.siilte immédiatement de cette derniere formule que, si l'un réduit le 
module rail plus petit des detix nombres p, i, la somme ii3), et à plus 
forte r.iison le module de Z, offriront des valeurs inférieure.s au module a. 
Donc le plus petit des modules de Z ei>rrespondauls aux valeurs de î, 

si-ra certainement inférieur au module a. 

Cnt-nllnire. Il est bon d'obs»Tvei- que, si l’on consiilère le produit (i i) 
Comme une fonction de r, ce produit, qui croit toujours avec r quand on 
fait varier r entre les limites o, t, offrira dans ccl intervalle une dérivée 
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(. 5 ^ 


lhr‘~‘ — /ncr"^' — ... — «hr"~' > o, 


ou , ce qui revient au méuie , 

l hr' — m cr" — ... — n h/ " > o ; 

puis on eu conclura 

(i 6 br' — cr" — ... — br" > cr" -i- . .. -t- — i ^ br". 

Or, on vertu de cd\tc dernière formule, qui entivaine évidemment avec clic 
la condition (t.‘'|), le module a surpa&sera la somme (i 3 ) d'une quantité su- 
périeure an nombre a déterminé par la formule 


(’ 7 ^ 


/ at 

\ 

/ 


j c/*"' . 

..+( 


Donc, par suite, le module fî de Z deviendra inférieur à la quantité a — a, 
si l’on pose z = r^, en prenant pour r le plus petit des deux nombres t. 
et à plus forte raison si l'on réduit le module ü à la plus petite des deux va- 
leurs qu’il ac(|uicrt quand on po.se successivement z= z = to- Ajoutons 

<)iie le nombre a ne s'évanouira jamais , si ce ti'cst dans le cas particulier uù , 
les coefficientsc , ..., g, fi s’évauouissaut tons simultanément, le pulyuâroe Z 
se trouverait réduit au binéme a -l- bz'. D'ailleurs, dans ce cas particulier, 
réquation Z = o se réduirait précisément à l’équation binôme n -i- hz'= •>, 

dont les racines se confondent avec les racines de degré / du rapport — 
l’une d’elles étant 

L’applicatiou du théorème i ou a aux fonctions entières, qui représentent 
les premiers membres d’une équation algébri<|uc et de ses transforméts 
successives, fournit, pour la résolution de cette équation, une méthode 1 1 
des formules précises qui ne renferment plus de quantités indéterminées et 
arbitraires, analogues au nombre 6 du Mémoire précédent. A la vérité, 
pour déduire de cette méthode des principes e.xposés dans le Mémoire 
précédent, il sufHt d’attribuer aux indéterminées dont il s'agit des valeurs 

'péciales, eu prenant, par exemple, ® Mais comme ces valeurs spé- 
ciales sont précisément celles qui font décroître plus rapidement le module 
de 1.1 fonction entière donnée, ou, du moins, certains nombres que ce ino- 
Er. a Ss rt rff rsrs. matk.. T. tV. lisf.J aé 
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diile ne dépasse point , elles seront aussi ijénéralemcut celles qui rendront le? 
nppruximalions pins rapides. 

Supposons, pour fixer les idées, que l’on applique la nouvelle raétliode 
à la formule fa 3 ) de la page 177, c'est-à-dire à l'équation du second 
<legi"é 

a — bz -r cz’ = O , 

en siippo-ant toujours 

ac — b* > O. 

On trouvera 



puis, en prenant 


z = ï.-t- Ç, 


et taisant , pour abréger, a' a — a , ou obtiendra iininédiatenicnt la trans- 
formée 

a'-+-cÇ’ = O, 

dont les deux racines coïncident avec lus racines carrées du rapport — ^ • 

On retrouvera donc ainsi l’éqiiatian (a 4 ) de la page 178; et, ce qu'il importe de 
remarquer, on aura été conduit k cette équatiou, non plus par la rcchercbe 
de la limite vers laquelle converge le terme général d'une série formée avec 
des valeurs successives de la variable z, mais par la détermination d'une 
seule valeur de cette même variable. 

S'il arrivait que la fonction Z offrit, à la suite deson premier ternie n , nu 
on plusieurs antres ternies dont les coellficieiils fussent scnsibiciiient mils , 
ou pourrait, en se servant du iliéorèmc 1 ou a pour déterminer un module 
de Z inférieur à celui de a, faiix! abstraction de ces mêmes termes, sauf à 
constater ensuite que le module trouvé de Z, quand ou a égard aux termes 
omis, reste inférieur au module de a. Cette remarque permet d'employer la 
iioiivelle méthode à la résolution d'une équation numérique donnée, dans le 
cas même où l'application rigoureuse des théorèmes i et a aux premiers 
membres des transforiiiées de celte équation ferait décroître très-lentement, 
apres un certain nombre d'opérations, les modules de ces premiers 
membres. 

On sait que l'on peut toujours ramener la résolution d'une équation algé- 
brique au cas où eetlc^quation n’offre pas de racines égales. D'ailleurs, lors- 
qu'à l'aide de la nouvelle méthode ou sera parvenu à une valeur trés-appro- 
ebée U d'une racine simple d’une équation algébrique 

Z=o, 
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ulors, en |)osanl 

(i8) s = u + ;, 

im translormera Z en une tunction de Ç dans laquelle le teime conslant sera 
sensiblement nul, tandis que le cocfHcicnt de Ç différera sensiblement de 
/cro. Quant au coefficient de Ç", il 8e réduira précisément an coefficient 
de z" dans la fonction Z. Donc, dans l'bypotbèse admise, on trouvera 

( 19 ; Z = a-t-6Ç-s-cÇ’-t-...-t-9Ç" » AÇ», 

U, 6, c,..., J désignant de nouveaux coefficients dont le premier a offrira 
un module très-petit, tandis que le module de 6 différera sensiblement de 
zéro. Donc alors, en vertu du théorème 1 ", il faudra, pour rendre le mo- 
dule de Z inférieur au module de a, poser 

(.'.01 

ou, ce qui revient au même, 

(SI) 

par suite, la nouvelle valeur approchée de la racine simple qui différait 
peu de U, sera celle que détermine la formule 

(aa) = = 

,'Vinsi üi nouvelle méthode, appliquée à la résolution d'une équation algé- 
brique qui n’offre pas de racines égales, finira par coïncider, après un 
certain nombre d’opérations, avec la méthode linéaire ou newtonienne. 
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ADDITION AU MÉMOIRE PRÉCÉDENT. 


Ui im-tlioJe qin! nous avons u|)|)liqnôe dans le Mémoire préeédeiil a lu 
l•éduclio^ du module d’une fonction entière de la variable z, peut subir 
une modification qu'il est )>on de coiinaitrc, et <|ue nous allons indiquer. 
Soient tonjoiirs 

yî = fl a- Az r- CS* -t- ... -t- gz"“' As" = /?,. 
une fonction entière de la variable z = , et 

a, b, e, ..., g, h 

les ino<luleH des roelllicients 

fl, h, c, ..., g, h 

.Soit encore 

a 

Pn b 

la racine unique de l'équation linéaire 

a -h fiz = O, 

en sorte qu'on ait 

? = b> 

et posons 

= c -h ... -i- gz""’ -i- Az"“*, 

C = c -h ... -t- g p"-* -<• Il p"-*. 

Un .aura 

(i) • Z = a ^ hz H Qz‘. 

r.ela posiS lorsqu'on prendra z= »o, le module /'étant égal ou inférieur 
a p, on obtiendra évidemment nn modide de Q égal ou inférieur à C, et. 
par suite, un nUKiule de 7. égal ou inféneur à la somme 

(a) a — br -t- ('./•*. 

flr, la valeur minimum de cette somme, savoir, 

I b’ 

•' 4 c’ 


Digitized by Google 



( '»9 ) 

«•St infériciii'c, quand b ne s’évanouil pas, an module a, et correspond à un 
module t de Z déterminé par la formule 




b 

aC' 


Donc, si l'on a t- < f , 

( 3 ) 


ou, ce qui revient au même. 


a a 


il siiHira de poser Ç = t-, |>our obtenir un module de Z intérieur à a. Si, 
au contraire, on a t > p, ou, ce qui revient au même, 

O < - - . 

î 8 

il Sliflira de (Kjser z = pour obtenir un modide de Z inférieur a 


et , par coiiséquenl , à 


f.p*=C/p, 


- a. 
a 


\iiisi, en résumé, on [leiit énoncer la proposition suivante: 
i” TJiéorvme . Soit 


Z = <I -t- bz + CZ* g2*~' -é hz" 


une fonction eiitiei'e de la variable z. Soient encore a, b, c, ..., g, b les mo- 
dules des coefficients n, b, c, ..., g, h [rtet b étant supposés distincts de 
zéro], et p^ la racine unique de l’équation linéaire 

n -i- bz = O ; 


enfin, prenons 

('. = c -I- ... ■+■ g p""’ + bp*"’ 
et 


t 


*c' 


Il suffira de poser Ç = p^ si l’on a p < t, , et Ç = t,„ si l’on a p > t. , pour 
abaisser le module R de Z au-dessous d’une limite inférieure au module a 
de fl; savoir, dans le pieuner cas, au-dessous de la limite i a, et , dans le 

b* 

second cas, auKlessous de la limite “ ~ 

Il pourrait arriver qu’un ou plusieurs des ccK-fficients b, c, . . . se lé- 
duisissent à zéro. Alors, à l’aide de raisonnements semblables à ceux dont 
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nous avons fait usage, ou obtiendi-ail, à la plaeo du thcoi'eiup la pro- 
|iosition suivante : 
a* Théorème. Soit 

Z = a h»‘ + cz" hz" 

nue fouction entière de la variable z. Soient encore a, b, c,..,, Ii les modules 
des coefficients a, b, c, h, et l’une des racines de l’équation binùme 

a + bs' = O', 

enlin, prenons 

C. = c + ... -H hp*^ 

et 

" = Uc) 

Il suffira de poser s = p^ *' 1’°" a p < t. , et z J si l'on a p > i , |m>ui 
abaisser le module R de Z au-<lessnus d’une limite inférieure au module a 
de O, savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limitera ('), et, dans 
le second cas, au-dessous de la fimite a — - — - bï'. 

m 

Les deux tbéorèmes que nous venons d’établir fournissent, pour la ré- 
duction du module d’une fonction cntièie quelconque, et , par suite , pour 
la résolution des équations de tous les degrés, une métliode facilement ap- 
plicable, puisqii’en la suivant , on a seulement à i-ésoudre des équations 
linéaires on des équations binômes. Ajoutons qu’après un certain nomfii'e 
d’opérations, cette méthode nouvelle finit toujours par coïncider .avec la 
métli<Mle linéaire ou newtonienne, quand on a réduit, comme on peut 
toujours le faire, l’équation proposée à n’avoir que des racines ini'gales 
entre elles. 


(’) La limite dont il t'atjit m po'SemF d'abord saut la forme mais l'rqualioD 

b/ = niCi*-', 

jointe à la oondilion p ^ v , donne 

b/ mCff*”*, 

St , comme on a d'ailleurs 

a = bp^, 

on tirr des deux dsmières formulet , sombinset entre ctic» par vote de mukiplication , 

a/ ^ mCp”*; 

par eonsrqueni. 
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(Jufilques déjimtions généralement adoptées en Arithmétique 
et en Algèbre. 


( lomene je l’ai remarqiii' dans Vdnaljse algébrique, quelques déKiiitituis 
néuéralcinent adoptées en arithmétique et en algèbre, spécialement la dé- 
Knitioii d'un produit cl la dédrfition d’une puissance, ne jteuvent être bien 
comprises qu’à l’aide de développements et d’explications qui font «lispa- 
raifn' ce que ces définitions ofTreut , au premier alxird , de vague et d’in- 
déterminé., Eu effet, dire que, pour obtenir im produit, il faut opérer sur 
le multiplicande, comme on opère sur l'unité pour obtenir le multiplicateur, 
c'est donner de ce produit une définition qui, |U)ur devenir claire et pré- 
cise, exige <pic l’on explique quelles sont les opérations à effertuer. 

D’autre part, comme Euler l’a montré, l’arithmétique et l’algèbre s’aji- 
puient sur deux notions fondamentales, qui se présentent naturellement à 
l’esprit, dés que l’on veut comparer deux giandeurs entre elles, savoir, les 
notions de rapport arithmétique et de rapjtort géométrique. 

En effet, deux grandeurs de même es|iéce peuvent être comparf-es entiv 
elles sous deux points de vue différents. 

I.a mesure de la seconde grandeur compart* à la première, est un nombre 
qui représente le rapport{^') géométrique de l’une à l’autre. I.’i'neerje de ce 
nombre ou de ce rapport est la mesure de la première grandeur comparée à 
1.1 seconde. Lorsque les deux grandeurs sont égales, leur rapport direct ou 
inverse se réduit à Vunité de nombre. 

féaugmentation ou la diminution qu’il faut faire subir à la premieiv 
grandeur pour obtenir la seconde, est une quantité pnsitu'e ou wgative 
qui représente le rap/iort arithmétiipie île la seconde à la première, fj 


{*) Lorsque le mol rapport isl employé seul, il désigne généralement, romiiH* l'on Mil, 
un rapport géotnétriqne. 


U 
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.jumUitc opposée PSt la diiiiinuliuii ou ruiigiuentalioii qu’il faut faire subir 
à la seconde grandeur pour obtenir la première. I.rji'sque deux grandetirs 
sont égales, leur rapport aritlimetique est une grandeur «tt//e,dont la mesure 
est le iiombi'c zéro. 

C^es notions de rapport ariüiniétitpie cl de rapjiorl gfsnnétrique étant 
une fois admises, les quatre opérations fondamenl.iles de rarillimétitpie et 
de l'algebre, savoir, l’addition, la soustraction, la mtdtlplicatioii, la divi- 
sioii, peuvent être aisément définies en termes clairs et précis. F.n effet, on 
(>ent diiT que la soustraction et la ilivision se bornent à «léterminer les rap- 
ports arithmétique et géométrique de deux grandeurs, YadiHtinn et la inulli- 
plicatioH, à déterminer l’une des grandeurs, quand ou connaît l’autre av«x' 
le rap|iort arithmétique ou géométrique «le l’une é l’autre. 

Un i»eul aussi , de la notion de rapport arithmétique on géométri()ue, 
passer immédiatement , comme l’on sait , à celle d«?s proportions et des 
progressions, puis à la notion des puissances des nombres et «le leiiis 
«legn'-s ou exposants. la*s définitions et les tbéorenies que l’on obtient alors 
étant bien connus, je me bornerai à les rapjieler en (leu de mots. 

bne proportion arithmétique ou géométrique n est autre cliose «pie l’c- 
gaiité rie rieuse rapports arithmétiques ou géométriques. 

Tue piogression arithmétique «>u géométrique est nue suite «lans laquelle 
le rapport antlimélique ou géométrique «le chaque terme au précédent , 
se réduit à un nombre «>u h une quantité constante, que l'on nomme h' 
rapport ou la raison de la prugressi«in dont il s'agit. 

De la définition même «les pr«>gressinns arithmétiques i‘l géom«'tri«pies, ou 
||•'■lluit imuu’-di.itemeni les propositions suivantt» ; 

i" y'héuième. Dans toute pr«igression arithméü«pie «huit un terme se 
ir«luil à w’-ro. le terme suivant «>st la raison même de la progr«-ssi«m . De 
plus, le rajipurt arithméti«pie de «leux termes est encore un terme «le la 
pr«igressi«ui ; et, |Kiiir obtenir le rapjxirt aritlim«’-tiqne «l'un tenue quei- 
coni|tie à l’un «h*s termes pivcevlenls, il snfiil d’ajouter la rais«>ii a elle-nieme 
autant de lois qu'il y a d iniilés dans le iniiiihix' d<» termes inUirméiliaires. 

a' Théorème. Dans t«)iite progression géométrique «loiil un terme se ir- 
«hut à runité, le terme suivant est lu raison même «le la prr^ix'ssioii. De 
plus, le. rapjKirt géométricpie «le «leux termes est encore un UTine de (a 
progix^sion ; i‘l , pour obtenu' le rapport g«'(imétriqiie «l’iiii terme «piel- 
coiupie à l’un «li-#t«»rm«-s jina «'dents, il suffit «le multiplier la raison par 
elle-même autant de fois «pi’il v a d iiniti'S «laiis le iioiiihrc d«*s termes inter- 
mé'diaires. 
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Dfi ces>deux tht'oreines, uii lux; encore le suivant. 

3' l'hêorème. I•;limt données une progi-ession aritliuiélii|ueiiuiit uii tenue 
.w réduit à zéro, et nue progression géométrique ilont un terme se nxluit 
à ruiiilé, si l'on fait correspondre aux termes de l’une les tenues de l'autiv, 
de telle sorte qu'au terme zi-ro delà progression arithmétique, coi re.spoiide 
le terme i de la progi-essioii géométrique, alors le rapport arithmétique 
entre iletix termes de la progression arithmétiipie et le rapport géouié- 
ti-iqiie eutix* les deux tenues correspondants de la progiession géométrique, 
seront deux nouveaux tenmxi qui appartiendront respectivement aux deux 
progiessious iudétiuimeiit prolongées, et ipii cunx.*spondrotil encore l'un à 
l'aiitiv. 

(ameevons, en |tartiridier, que, la raison de la progiessioii arithméliqiie 
étant l'éduile à ruiiité, la raison de la progression géométri(|ue soit une 
quantité positive repH-seiilée par la lettw A. Les di\ei-s termes de la pro- 
givs-sion aritlimétique se rx'duirout aux (|uaiitités entières 

(i) - 3, — a, — I, O, 1, a, 3, ..., 

et les termes correspuiidaiits de la pmgressiou géométrique seront 

, , III 

(a) ..., — , —, -1 I, A, AA, AAA, .... 

' «XX XX X 

Mois aussi, n étant l'un qiieicoiique des termes de la progivssioi i arithmé- 
tique, le terme eon^esixuidaut de la progression géométrique ser.i ce que 
l'on nomme la puissance entière de A, du degré marque par V exposant n, 
et eeqiie l’on désigne par la nutation à", (iela posé, on aura noii-s«*iilement 

(3) A»=l, 

mais encore 

(,'i) ..., a' = A, A*=AA, a’ = AAA, ..., 

et 

4 



Kn verlii des rorniiiles (/|) et (5), si n est positif et repi-ésenle en coiisé- 
qiieiice lin nombre entier, la puissance de A, repn'-sentée |)ar lu nota- 
tion ne sera autre chose que le pi-odnit de n faeleiiis égaux à A, et l’on 
aura, de plus, 



Ajoiitous que, si m, n représentent deux quantités enticics quelconques, 
fcx. a Ax. « *■ PX/j. «.II., T. IV. [SU' tixr ) aS 
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on aiii':i, »>ii v«*rtii du troisième théorème, 


Donc le rapprirl geométriqw de deux puissances entières île a est encore 
une puissance entiéie dont l'ex/msant se réduit au rapport arithmétii/ue 
des exposants des deux premières. 

.Sii|>|Kisoiis imiiotenmit <]ue, n étant un nombre entier qneironqne, on 
choisisse- le nombre a île manièi-e à vérifier réqiiation 

(7) a"=A; 

alors a sera ce <|iie l’on nomme la racine ni'''"' de A, et ce que l'on rejiiv- 
senle |>;u- la notation \\. Posons d'ailleurs, pour abia-ger. 



et concevons qu'aux progi-«sisions (1), (a) on substitue les suivantes : 

(8) —3a, — aa, —a, o, a, aa, 3a, 

fq) ..., a-% a-*, a-', i, a, a», a>, .... 

Ijes termes 

(10) .... —3 «a, — a«a, — «a, a, wa, met. 3na. ... 

de la progression (8) se réduiront évidemment à ceux qui coiu|H>sent la 
progression (i), et les termes corresjrôndants de Li progression (q) à ceux 
qui composent la progression (a), c’est-ii-<lirc aux puissances entières de A. 
^On a été conduit, par cette rein.uque, à généraliser la notion des ptiis- 
sances des nombres, en l'étetidant au cas où les degrés de ces puissances 
cessent d'étre des quantités entières; et à dire qu'un tenne cpielconque de 
la progression (q) est la puissance <le A du degré marqué par le terme cor- 
respondant de la progres-sion (8). D'ailleurs, v étant un tenue quelcoiK|iie 
de la progression (8), on est convenu d’indiquei- encore, à rai<le de la 
notation A”, la puissance de a du degré marqué par l'exposant v. C’.ela jmsé, 
comme l’exposant de a dans un ternie de la progression (9) c,st le produit 

du terme coi-res^>ondant de la pi-ogi-ession (8), pai- le nombre entier n =r -, 
ou aura toiljoiu-s 

(11) .A-=a»'. 


Digitized by Google 


Oii iromeia. par exemple, en (Misant v = 

I « 

(la) a" = a = \ A ’ 

jujis, en désignant (lar m un entier quelconque, distinct de n, 

(13) A»=a"=(vi)', 
i*l 

m 

(14) A "=:a— = ^. =4- 

A 

Viiisi. les (lUissaiices de A, des degrés marqués par les e\|)usaiils 

ne seisinl autre chose que la i-acine de a, la m"'"' puissance <le cette 
racine, et le nonibiv imerse de cette jiuissam-e. De plus, a“ étant le pi-o- 
diril de n facteurs égaux à a, il est clair que a*“ représentera le produit 
de mn facteurs égaux à a, |>ar coiisé-qiient le produit de m facteurs égaux 

' H» 

a a" = A, ou bien encoiv le (jroduit de n facteurs égaux à a” = A“. Doik-, 
(>ar suite, ou aura 

/ *11 \ * 

(a") =a"; 

<iouc, si l'on (Mise 

m 

(16) n = A" ’ 
on aura encore 

(17) -«"rzlA'", 

en sorte que les équations (16), (17) fonrnirout toujoui-s la inénie valeur 
jiüur le nomb|-e B. Eiiiin, en désignant (lar p, v deux quelconques des 
tenues de la progi-essiou (8), ou aura, en vertu du troisième théorème, 

n*e # , 

_ a"(e — >) 


ou, ce qui revient au même, 

{18; 


a'* 

— = 


ou sans dianger la saleur d'une traction, iiuiltiplier ses 

a5. . 
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lermes |iar un ini'ine facteur, il en rt*suUe qu'un nombre fraction- 
naire quelconque fi peut être présenté sous liiverscs formes. Mais on 
démontre ai.sémcnl qu'à c»« diserses foniics repoml une seule valeur de a” • 
l'ji ellél . soient hi, n les nombres entiers dont le rapport géomélriciue - 
représente le nombi-e fractionnaii'e fi n^uit à sa plus simple expression. 
Tes tractions équivalentes au rapport ~ seront de la forme A pouvant 
étn; un nombre entier quelconque. D'ailleurs, si l'on pose 


Il = a", 

on en conclnni, comme ci-dessiui, 

B“ = A*, 

puis, en élevant les deux niembre.s à la puissance entière du degiV- A . 

H** = A*", 

ou, ce qui revient au même, 

— 

B — a'"' 


On aura donc 



.Ajoutons que de l'i'spiation (19) on tirera 


911, ce qui revient an même, 
ao) 



Or, il suit immédiatement di-s forimiles (19) et (ao), qn'à un exposant 
fi-actionmdre a, po.sitif on même négatif, correspond toujours nue 
seule valeur de A*. Ajoutons qu'en vertu de la formule (18), le rapport 
ÿéoiHclrique. de deux puissances Jractionnaires de A est encore une puis- 
sance fractionnaire dont l'exposant se réduit au rapport arithmétique des 
exposants des deux premières. 

Il .suit évidemment de la formule (•}), que la raison A de la progres- 
sion (a), et la raison a de la progression (9), sont tontes deux .supérieures 
ou toutes deux inférieures à rmiité. fasdeux progi-pssions sont Crois.santes 
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(laiis le |u-eiiii«-r cas, décroissantes dans le second; par conséquent, tes 
puissances entières et fractionnaires, d'un nombre donné a croissent ou 
décroissent pour des valeurs croissantes de l’exposant, suivant que ce 
nombiv est supérieur ou inférieur à l’unité. 

Concevons maintenant que, dans la forimde( 7 ), le nombre n devienne 
«le pins en pins grand. Il est aisé de voir que la valeur de a, délermii>ée 
par celte lorninle, s'appmehera indéfiniment de l’unité. 

lùi eflét, il suit de cette formule même, l® que les deux nombres a, A 
seront tons deux .su|>érieurs ou tous deux infi'-rieurs à l'unité; a® cpie l’on 
aura 

(»>) = ‘ + a -t- a» H- a"-'. 

De pins, on tirera de la fornnde (al), l'en .supposant A > i, et, par suite, 
a > I , 

(aa) i^>„; 

par coiiséq tient , 

^ — I 

a - , < 

1*1 

(a3) 


a® en snppiisant a < i, et, par suite, a < i. 


(^ 4 ) 

jur crm»é4{U(*iit , 


et 

(a5) 




Or, il résulte évidemment de la formule (a3) ou (a5), que le nombre a 
s’approcfiera indéfiniment de l'unité, si , en attribuant au nombre a une 
valeur constante, on fait croître indéCnimeut le nombre entier n. 

Soit maintenant b un noiubre quelconque, entier ou fractionnaire, ou 
même irrationnel. Si ce nombre n’est pas un des termes de la progies- 
sion ( 9 ), il sera du moins compris entre deux tennes consécutifs 
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que I on pourra aussi présenter sous les formes 


.(j+i). 


et (jiii puuiTont être censés exprimer deux valeurs approchées du nombre h. 
iVaiUeurs, n venant à croître indéfiihnient, le rapport 



et , » plus forte raison, le rapport 

b b 



se rapprocheront indéfiniment de l'unité. Donc alors a'* convergera vers 
une limite égale à h. Mais, si l'on appelle p. la limite veis laquelle coiivej - 
gera, dans la même hypothèse, le produit ).a, on <levra naturelleiuenl re- 
irrésenter, par la notation a'", la limite vers laquelle convergera la puissance 
fractionnaii'e a'*. Donc, en adoplanl cette dernieie coiivention, on aura 

h = a’. 


On pourra donc alors représenter un nonibre (|uelconque h |>ar une ex- 
pression de la forme i*", p étant une quantité positive ou négative, en- 
tière ou fractionnaire, ou même irrationnelle. Ajoutons que, si la valeur 
iiiimérique de p est irrationnelle, la progression (9) ne renfermerH jamais 
le nombre h ou a'', mais s<-ulemeiit des valeura approchées de ce nombre. 
Dans le même cas, a'" sera ce qn'oii nomme une puissance irmfioiinelle 
<le A. la* degre <m Vexposaiit de cette puissance sera la quantité irration- 
nelle p. 

Remarquons, enfin, que réquatioli (18% qui subsiste pour des valeurs 
tract ionnaires quelconques des exposant.s p et v, continuera nécessaii emenl 
de subsister, si ces exposants, apres s'étre approchés indéfiniment de cer- 
taines limites irrationnelles, atteignent ci*s mêmes limites, (tu peut donc 
êteiulre la formule 



A 


au cas où les exposants p, v deviennent irrationnels, et , en conséquence, 
on peut énoncer la proposition .suivante. 

4' Théorème. la? rapport gêoinétriqiie entiv deux puissances quelcou- 
ipies d'un nombre donné A est encore une puis-saui e de A dont l'exposant se 
•éduil au rapjvirt arithmétique des e\pos;uits des deux premiéri's. 


! 
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f.'éqiiatioM [i(i) |)Ciil encore être présentée sous une autre forme, qu'il 
est l)on de rappeler, et qu’on obtient en exprimant la différence a — v par- 
une seule lettre. Kn effet, si l’on pose 

Ji — V = X, 

et .si il'ailleurs ou substitue à la lettre v la lettre^, on aura u. = r -h, jr. 
et l’équation (a6) réduite à la formule 



donnera 

(ï7) 

.Vlors aussi, a la place du quatrième théorème, on en obtiendra un autre 
qui, au fond, .sera le même, cl s’énoncera comme il suit. 

5' Thcarème. 1a‘ produit de deux puissances quelconques d’un nombre 
donné a est encore une |>uissance de a qui a pour exposant le produit des 
deux premières. 

I.e théorème 4 «u 5 exprime la propnétè la plus remarquable des piiis- 
siuices d'tiii nombre, et même celte propriété suffit pour les car.aetèriser, en 
sorte qu'on peut éiioiioer la proposition suivante. 

6' Théorème. Supposons que, x étant une (puuititè quelconque posi- 
tive ou iii’gative, on se serve de la notation [x] pour désigner une autre 
(]uaiititè qui varie avec x par degi-és insensibles. Si l’on a, pour îles valeurs 
quelconipies des quantités x, jr, 

(a8) [x][jr]^[x+r\< 

nn aur.'i aussi 

(^9) w=[>r- 

Démonitration. On tirera successivement de la formule (5), en désignant 
par X, y, 2 ,..., u, e, des quantités quelconques 

[‘r][.;'] [sJ = -+-711^1 = +7 s]i 

et , généralement , 

|•’^ll7U*]••■["]l‘’][«'] = 1^- + r + * -é ‘’-é '*'1; 

puis, en désignant par n le nombre des quantités x, y, z, .... u. v, le, et 
supposant toutes ces ({uantités égales entre elles, 

(3o'« [x]" = [n.r|. 


/ 

/ 

/ 
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D'uilleurü, on tirera de l’équation (3o), i“ en posant jr = i 

(3.) [«i = [>r-. 

a® en pahaiil x = 


l'J. 


et , par conséquent , 
( 32 ) 


[;j =i'é‘ 


H® en dfm^nant par m un nombre entier distnict de n, et posant x = — i 

[ij = [ij‘ 

pai- const'-queiit , eu égard à la formule (3a), 


(33) 




puis, en faisant varier la fraction — de maniéré a ce qu elle s'approclie in> 
déiiniment d'un nombre donné v, on tirera de la forninle (33), 

(34) [v] = [.]'. 

On trouvera, en particulier, en posant v = o, dans la formule ^3.'i). 

I 35) [o] = ' • 

Knfin, en posant dans la funmile ( 28 ) 

X = V, J T= - V, 


|ril- r| = 1; 


on en lirer«< 
p^ir coiLséquent . 

(36) l-r|=^,= ^^=I.r; 

et il résulte évidemment des formules (34), (3G), que si 1 «ni attribue a j' 
line valeur réelle quelconque ±: v, on aura 
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Oiiciqiies Tttéorèincs concernant les moyennes uritlimétiques 
et géométrù/ttes, les progressions, etc. 


51. — y^otiçnt relativtf aux mojenaes anikmèltqar.i et géométriques. 

l-a moyenne arithmétique Piitiv « quantités données est la n"*' pai'iie de 
letir somme. 

laj moyenne géo«ieVfïV/«c eiiln* ti nombres donnés est la n"'”" racine tle 
leur produit. 

D'autre part, la somme tle n quantités est évidemment comprise entre les 
produits qu'on obtient quanti on multiplie par n la plus petite et In plus 
grantle de ces quantités. 

Pareillement, le produit de n nombres est compris entre tes n"’”" puis- 
sances du plus petit et du plus grand tle ces nombres. 

l>onc, par suite, la moyenne arithmétique entre plusieurs quantités est 
toujours renfermée entiv la plus petite H la plus grande de ces quantités. 

Pareillement, la moyenne géométriquoentre plusieurs nombres est toujours 
renjérmée entre te plus petit et le plus grand tle ces nombres. 

bu partant de ces principes, on établira divers lliéurémes d'algcbre <|ui 
seront successivement énoncés dans les paragraphes suivants. 

ÿ II — .S»/- tes progressions géométriqust , et tut les moyennes arithmétiques entre 
leurs termes. 

('.onsidérons d'alxjrd une progression gétmiélrique dont le piemier terme 
soit l'nnité, et dont la raison r soit luie quantité positive quelconque. la's 
déveis termes, dont nous supposerons le nombre représenté [lar la lettre n, 
seront respectivement 

I, r, r»,..., r'-'; 


( ) 

i"t, si l'on ilrsi^iie p;ir s„ la somnif «le ces lermes, on aura 

(i) = I -)-/■ -I- r’ ■ 

D'ailleiiis, le pins petit et. le plus ^raii'l des termes dont il s'agit seront les 
«leux lerni«‘s e\trt’mi*s 


Donc, en \ertii des princi|M's expost’s dans le ÿ I", la somme S, sera coin- 
pris«- enlix': les priuluils qu’on obtient, «|uand on midtiplie ces «leux tenues 
parri, et l'on pourra «‘iioncer la pmposilion suiv,aiile ; 

I" 7’fir'omne. I j somme 

I — r" 


«les II lerm«'s «!«■ la projïression gi'xuut-trique 

I, /■, r*,..., i""' 

est comprise eiili'e les limiti's 

n et nr""‘. 


N«ins«iv«)us ici supposé que le premier terme «le la progression g«-om«- 
trupie «lonn«'-e était l'unité. Supposons nuiiutenant que ce premier terme 
soit une quantité quelcotxjue k, la raison étant toujours positive et ivpré- 
seut«'f par r. I.es «livers termes de la progression «l«;viendront 

k, kr, Av.*,..., At""', 


«•t le«ir soiimie «(ue je représenterai jtar iS„ sei a évidemment «'gale a A .«„. 
l'.lle s«>ra doiK- comprise entre les linrites «A , «At"~* , et à la place «lu i " lhé«>- 
reme, on obtiendra la prop«>sitinu suivante ; 

a" Thénrème. r étant un nombre qnekvinqiie, et A une «piantité qiiel- 
comiue |«>sitive ou négative, la somme 



I — r 


<l«*s n termes de la pr«ign'ssion géométrique 

A, Ar, kr’,..., kr“~', 

esl «'ompris»- «•nh«' les limilt» 

iik, nAr*-'. 

Si l'ou «livise la somme S„ «les termes «le la progression géométri«pie «lon- 
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iii'e |i;ir l«iii' iioiiibiv », oii obtieixtr.i la luuu'iiiie arillmi<>li<|ut' riitie t-p-. 
mêmes termes, lùi vertu du deuxième thèrjréme, cette moyenne arilbmé- 
li(jiie, que je désignerai par R„, et (|ue détermine la formule 




-, 

« 


sera comprise entre les deux fermes extrêmes 

k, kr"-' 


de la progression géométrique. Si l’on sup|iuse, en particulier, = i , on 
aura S, = J,, par conséquent. 



on, ce qui revient au même', 





n 


I I ~ r* 
« I — /• 


et la quantité H„, c'est-à-diivda moyenne aritlnnêtique entre les divers 
termes lie la progression gi'omélrique 

I, r, r’, r"~', 

sera comprise entre les termes e.xtrémcs 

I, 

I.a moyenne arithmétique li„, déterminée par la furmule , jHissede 
encore une propriété remarquable dont rénoiicé fournit le théorème sui- 
vant ; 

Théorème. Si le nombre entier n vient à croître, la movenne aritli- 
uiêlique 


entre les divers termes de la progression géométrique 
I, r, r"-’, 

croîtra ou décroîtra suivant que la raison r sera supérieure ou inférieuiv a 
l'unité. 

Démonstration. Soit 

m = n + ! 

ntl nombre entier siqiêrieur à n, en sorte que / soit positif. On aura non- 

■aC. . 
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I 4* -4- 


mais (Micoix* 




ou, t-e (|Ui l'evH'iil au im'ine, 

,, I -+. r 4- r’ . -4- /■•+ r**" 


« -h / 


fl -H / 


par rrmséfpirnl, 




r' 4- /"-“H- . . 


/ I 4“ r 4- . . . 4- 


W4-/ 


oii, CP qui revipiil an incmc, 

is) 


fl.w— n. _ r' 


la valeur de ^ élaiil 

(41 ^ = 


I 4- 4- » . . 4» 
/ 



fl 


Or, l'uiiilé élaiil inférieure aux puiüsuuces positives et supérieure aux 
piiissauc<*$ négatives de r, (|iiaud ou a r > i, il est clair que, dans cette 
hypotliese, les deux innyeimes arithmétiques dont la différence équivaut 
à à eu vertu «le la formule (4), seront, la première supérieiuv, la seconde 
inférieure à l'unité. Ou aura «loue aUjrs 


A > O, et, par suite, /?„»/ > fi,. 

Mais le coiilraire aura lieu, si Fou siqipivse r < i, et, dans ce dernier cas.- 
les fnnnul«-s '.'i) et (3) donnent 

A < O, par coust'-queni, fl,»/ < fi„. 


^ Itl. — Sur Irsprxtigtrssions urUhmètiques. et surUiimoyrnneifiénm«triqur!.eHtrr trttru termes. 

r.nnsidéix>ns rnaiutenaul une progression arithmétique dont tous les 
termes soient |>ositils. Si fou nomme a le premier terme, h la raison, n !«■ 
uomhre dt>s t«*rmes, ceux-ci seront res]M*«'tivemenl 

//, n -t-b,..., n «-{« — a)/», ri (n — i) h; 
et, eu iiommaiil P, le produit de tous ces termes, ou aura 
ti> P„-~ n{(i ^ h)...[a -^(n — ■x)b\[r, — i)h\. 
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D’ailleurs le plus petit et le plus grand des termes dont il s’agit seront les 
deux termes extrt'ines 

U, fl {n — i)b. 

Donc, en vertu des priiK'ipes exposés dans le § I", le proiliiit Posera com- 
pris entre les n“""‘ ]>uissances de ces deux termes, et l’on pourra énoncer 
la pi'oposilion suivante ; 

i" 7’héorème. Ije priKluit P„ des n termes de la progression aritliméiKpie 
n, n + h,..., a-*^{n — -i)b, a -t- (ti — \)b, 
snp|K>ses tous positifs, est eompris entre les limites 
a", [a -t- (n — i) 61 ". 

Vu reste, ou peut oLlenir deux limites plus rapprochées qui compi-ennent 
enlie elles le produit P„ en suivant la marche que je vais indiquer. 

Je remarquerai d’abord que, si l’on désigne la somme <le deux nombies 
par k, et leur dilTérencc par / , ces deux nombres auront pour valeurs l'es- 
pectives les deux expressions 

J-e/ i —I 
a a 

et pour proiluit l’expn'ssion 

A’ — /’ 

1 

qui décroît sans cesse pour des valeurs croissantes de /. (îe proiJnit ser.i 
donc inférieur ou tout au plus égal à ( , c est-â-dire au carré de la demi- 

somme des deux nombres, et deriendra le plus j>etit possible, quand la 
différence / sera la plus grande possible. 

(’aila pt»si'‘, concevons que l’on multiplie le produit P„ par lui-meme, 
apres avoir renversi' l’ordre des facteurs. l.e carré P’ ainsi obtenu poun- i 
être considéré comme le produit de n facteurs, dont chacun serait fourni 
par la multiplication de deux termes placés à égales distances des extrêmes 
dans la progression 

fl, a -h b,..., a -i-(n — Ji)b, n-i-fn — i)A. 
c’est-a-dire par la multiplication de deux tenues de la forme 
fl -f- mb. n ■+■ {n — m — i)b, 

m étant un nombre entier égal ou inférieur a n. D'ailleurs, d’apres la re- 



I 


f v»o6 ) 

iiiari|iie lait*- lotit a l'heure, le produit de deuï seiiihlables leriiies sera loii- 
jniirs inferieur au carré de leur demi-soiniiie 

a -I- h, 

3 

el lou)oiirs épal ou suprVieur au produit des tenues exlreiues 
a. a ■+■ {n — i)h. 

I Donc, par suite, P’ sera compris entre les limites inférieure et siipt'-rieure 

I n*| ti-t- (/< — I ) A]", -I- ” ~ ' A I ■ 

et le produit P„ lui-ménie enti'e les racines carrées «le ces lituiles. ( In poiii'ra 
doue énoticcr encore la proposition suivante : 

St' T’hèorènie. lat produit P, des termes de la proj>ression aritlimétitpie 

a. a-Jrh,..., (rt-t-n — i)A, « 4- (« — i A, 

supposés tous positifs, est compris entre les limites inférieure et suf»érieiu-e 

n n 

[flH- (« - I ) A ]\ 4- A )'■ 

f'itmllaire i". Si l'on suppose a et A r<‘diiits a ruiiité, ou cimcliira du 
deuxieme tliéoiéme que le produit 

t -a. 3. ..U 

)>sl compris entre les limites inférieure el supérieure 

A (^)‘. 

Corollaire a'. Si l'on siippitse 

■ «I = I et A = — — . 

Ut 

m ôliiiit im iioiiiIhv eiilier ou supi'Tioiir à , ou tondnra Hu Heu\i*»n>e 
Hiêorêmo que le produit 

est compris entre les limites inférieure et Mi()érieure 
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Un üiir.» (loue 


I) autre part, si l'on pose 




n «■•laiil «-gai ou inférieur à m, le nombi'c r sera inférieur à l'unité, (hi aura 
|>ar suite, en vertu du théoréinc i" du § II, 

I r" 

= ou < n , 


ou même, si n est un nombre pair. 


I — /** n 

= ou < 

I — r ^ a 


'3) 

Il \ a plus : si n est un nombre impair su|>érieur à runité, on aura néees- 
saireinenl « > a, et le troisième théoia>rae du $ U donnera, pour r < i, 


< r 


par conséquent , 


« I — . r ^ ? I — . r 


I — r' /f 
— <;• 


puis, en mnpiaçani dans cette derniere formule r parr”, on Iromera 


• — C - n 


I — r ^ a 




Donc, si « désigne I un quelconque des nombres entiers sui>érieurs a l'unité, 
la formule (3), que l'on peut encore écrire comme il suit. 

(i) r’=: un 

2 ' ' 

subsistera griiéralement pour c< i. Klle subsistera donc alors pour 


1 = 1 


de sorte qu'on aura 

n 

(51 (-~y= o„ >,--t 
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Or, <1*^ forinules ( a) rt ( 5) réunies, on «lédiiir niiniédiatemeiil I» |)ro|H>silioii 
siiivanle. 

3' Théorème, m, n élanl deux nombres entier* dont le sei:ond « sur- 
passe runité. en demeui'ant inférieur à m -l- i , le pi-oduil 

(,_ 1 ) 

\ m f \ m ' \ m > 

lies n termes de la progression arithmétique 


lie pourra s abaisser au-dessous de l,i limite inférieure 
. n(n — i) 


qu'il atteimlra seuleiiieiil dans le cas particulier ou fou aura r/=z3. 

Si l'on extrait la r,icinc n'*’^ du produit P„ détermiijp par la formule (i)^ 
ou obtiendra la moyenne géométrique entre les divers termes de la pro- 
gression antliiiiétique 

a, a-hh,..., a)A, i)A. 

Ko nommant cette inoyenne géométrique, on déduira iiiiméiliuiemenl 
du iluVtivine a la pro|>ositiun suivante : 

4' Thihrème. I.a moveime géométrique 

I 

\a{n -r h/... ^<1 -t-(u — t ( A)l" 
entre les termes de la progression arithmétique 

a. a + />, .... Il -h (rt — i) b, a+{ii-~\.b. • 

supposés tous |Misitifs. est comprise entre les limites inférieure et siipérietiix! 

n’[a -r- — i) A]’, a-h~^-b. 

•Si l'on sup|Ki.se « et /> rnhiits a ruilité, alors, a la place du quatrième 
théorème, on obtiendra la proposition suivante ; 

5'' Théorème. I.a ino\enne géométrique 

I 

11. a. 3. ../!]" 

• entre les noinbivs entiers 

‘1,9.3....,/! 
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<’sl roiiipriüe eiili'P les liiiiilcs iiifcrieuif et Mijx-rieiire 


n 4- I 
a 


^ l\ . — {'ansetfHrmfei t/ivrrsri tfi-s phneiptf établis dam tes /tafaf;rH/ibcs preet'dt ats . 

On peut, des priiicijws établis dans les paragraphes précédents, déduire 
di\ erses consétpiences cpii méritent d'étre leiuai-quées. Ainsi, en |iarticnlier, 
si, en désignant par r un nnmbia' quelconque, et par n un nombre entier, 
l'on pose 


si, d'ailleurs, on nomme m un autte entier iiilérieur ,i », alors, en vertu 
du troisième Ihéoia-me du j» 11, on aura, pour r< i. 


ou, ce ipii revient au même, 
et, |M>ur r > 1 , 

ou, ce qui revient au même. 




K, > 



tlonnne on aura d'ailleurs, dans l’un ou l’autre cas. 


mi — r* /a r* — I 

Rm n I — rtr* — I 


on devra conclure que, st n surpasse m, on aura, (xuir r < i 



et, pour r > I, 



Si, maintenant, on remplace, dans les formules (t) et (a), r par / "■, ces lor- 
mules seront réduites, la première à 



i.e.téAn €, itr Purs. T. IV.(43' lire.) 
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■4) 


>r- 


hnliii rioti n’etnpèc-liera <k- concevoir que, «ians la lormule (3) ou (4 ). la 

fracliuii devenue variable, s’appruclie indéhiiinieiit d'un cerlain uolubre 

y rationnel ou irralionnrl, mais supérieur à runité, et alors, eu reniplaraut 
n 

— |>ar V, on Ironvcn» ciicoit, |M»ur r < i , 


(5} 

et, pour / > I, 

(«) 


< V. 


>y. 


Ajoutons que, si l ou leiupiaro r par on tirera, i“ de la f'oruude (5), 

I 

|KMir - < I , /' > I . 


(7) 


< vr" 


a** de la foniude (tj), pour - > i, r < i, 

(«) 

Or il suit évideiimieiit des formules ( 5 ) et ( 8 ), ou ( 6 )et ( 7 ), que le rapport 

I — r' 


sera toujours coiiqrris entre les limites 

y et yr*-‘, 


si le nombre y est siq>érieiir à runité. 

Vu reste, en raisomiaiit toujours de la même manière, ou arrixerail 

encore aux mêmes conclusions, si la fraction — et la limite v de cette frac- 

m 

li<iii étaient supposè-cs non plus su|)êrieun*s , mais infêrieur«'s à l'unité. 
Seulement alors, le théorème 3 du § II donnerait, pour c< 1 , 


pour »■ > I , 


K, < /C: 


Dinilized bv Go ogle , 

- - -J 


( »■- ) 

el. pur suite, dans les diverses formules obtenues, on devrait ivmpl.irer le 
si^iie < par le signe >, et réciproquement. 

Cela posé, on |HjinTa énoncer la jiro[X)sition suivante : 
i" Théorème, r et v étant deux nombres quelcoiupies, le rapport 


r ' — I I — r' 


r — I I — r 

MTa compris entre les limites 

y et vr'~'. 

1 aincevons maintenant que, x, étant des nombres distincts, on pose 

J= rx-, 

on en conclura 

jr-=r-x‘ 

el I on aura, par suite, 

r - X = (i- — l)x, J ’ — X’ = (r> — i)x', 

i = X*'-' . 

r — X r — I 

Donc, en égard an premier tiiéorême, le i-apport 

r’—x" 

Y — X 

sera compris entre les limites 

vx*“', yr'-'j"-'. 

dont la seconde coïncide avec le produit vjr’-' ; et l’on pourra énoncer 
la proposition suivante : 

2 * Théorème, x, j, y étant trois tioiubres quelconques, le rapport 

J”- 
J — * 

sera loiijonrs compris entre les limites 

yx— •, 'jjr—'. 

•Si, en désignant par Ax nn accroissement attribué à la variable x, et 
par A(x') raccroissement coiTespondant de x', on [>ose 

f = X + Ax, 


on aura 
el , par suite. 


j' = X'+ A(x,), 

r'-ar" _ a(r’) 

r — x ix ’ 
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p\iis, PII iHisant converger Aar vei-s la liinile zéro, niicniirhira du (teiivieiiie 

théorème t|ue la limite ilii rajiport aiiv flinemic»*s l’st le produit va "'. 

D’ailleurs cette limite est prt’-cisi'ment ce qu'on nomme le rapport dijjerpn- 
fiel de .r’ à .r, on la dérivée de x” dilTérentié par rap|>ort à x, et ce que 
I on désigne par la notation 


Mnsi l'on |>enl, du deuxieme théorème, déduire immi'tliatement la rormnie 


de laquelle on lire 
(lO 




d< X') = vx'~‘ dx. 


Kéciproqnemeiit, de la l'orimile (io ‘, sup|>osi''e connue, on ponnait revenir 
an second théorème, en s'appuyant sur une projiosition énoncè’e dans le 
deiiviènie volume de cet ouvrage. Kn elTet, si, en allrihiiant à .r une valeur 
constante, on fait varier y à partir de = .r, les dil'fei'ences 


y-x, y-x' 

seront deux grimleni-s coexistantes qui s'évanouiront siiiiullanémenl ; et 
leur rapport dilTéi-entiel, représenté par la notation 

tir 

se coidondra, en vertu de la rnmiide (g), avec le produit vy'~'. Or ce pm- 
diiil , qui SI' réduira simplement A vx’~', quand on posera y = x, 
croîtra ou décroîtra .sans cesse, tandis que l'on fera croitix* la valeur numé- 
rique de la ililVérence y — ,r. Donc les valeurs extixones de ce produit, 
l•eplx'•selll^•es par 

y.r'-‘. vy-', 

ilevront, en vertu d'un théorème énoncé à la page n)0 du deuxième volume, 
comprendre eiilix* elles le rapport 

> * — .r' 

> — X 

des deux gi'andeiirs coexistantes 

r-.r, j‘-x\ 
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La <iuanlhé ^éomctvique i = i ^ , et sur ta réduction d'une ifiianlité 

â 

géométrique quelconque ci Informe 


Soient r, p les coordonnées polaires cl’nii point A renfermé dans iiii 
certain plan, r étant le rayon vecteur OA mesuré à partir du /yéle O sni- 
une droite <pii forme ave.c l'tue polaire UX Vangle. polaire p. D'apres ce 
(|ni a été dit à la pape i58, le rayon vecteur OA sera repn*senté en grandeur 
et en direction par la quantité géométrique r,, dont rsera le module, et p 
V argument . 

Ola pos»% rargument p ponn-a être rnn qtielcoiKpie <les angles décrits 
par un rayon vecteur mobile qui , d'abord dirigé suivant l'ave polaire, 
tournerait autour du pt'de, de manière à prendie délinitivemenl la diiec- 
tion OP. Or ces angles forment évidemment une progression arithmétique, 
dont la raison équivaut à quatre angles tlroils mesurés par la circonférence 
dont le ravon est l'unité, c'est-à-dire [«ir le nombre ait. Alais, parmi ces 
memes angles, un seul est renfenné entre les limites — n, ~ i:, les auti-es 
se déduisant de celui-ci par l’addition ou la soustration des divers multijiles 
de a lî. Ajoutons que, si rargiinieul p est considér»; comme positif quand 
le i-aj on vecteur mobile a tourné dans un certain sens avant de parvenir à 
la position OP, le même argument deviendra négatif, ipiand le rayon vec- 
teur mobile aura tourné en sens contraire, la* mouvement de rotation sera 
direct dans la première hypothèse, et ivtivgradc dans la seconde. 

lùiün, lorsque le signe -t- ou —, qui sert à indiquer l'addition ou la 
soustraction, sera placé devant r,, l'expression 

■+■ r, on — r^ 

.linsi obtenue représentera la longueur r mesnn'æ à partir du pôle ilans U 
<lirection qui forme avec l’ave polaire l'angle />, ou dans la direction op- 


r ) 

|)OS('m', cil sorte i|ti'oii niira [|>age 1G4] 

I ) “f“ ! P ! p^ fp ~ f P -9 P •— fp^f 

Dans le cas |)articiilier où le module r se lédiiil à l'unité, la quantité 
géoinélrique r,, réduite à la forme ip, représente la longueur i mesurée à 
partir du pôle dans la direetioii qui forme, avec l'axe polaire l'angle p. Si 
a cette diix'ction on sub.stituait la direction opposée, alois, à la place de 
la ipiantité géométrique 1^, on obtiendrait la quantité opposrV 

■/•-t-S = ■)>—»= '?• 

Si la direction donnée coïncide avec celle <le l'axe polaire, ou avec la 
diieetion opposée, la quantité géométrique i, sera n'-duite à l'une des 
quantités algébriipies 

in =1, Il = i-i = + 1 . 

Si, au contraiie, la droite sur lacpielle se mesiiie la longueur 1 devient 
(lerpeiidiculaire à l'axe |K>laii'e, alors l'expression I,, se trouvera n-duite à 
l'une des quantités géométriques 

I Si * _ 

'J 'J 

l.a première de ces quantités, c'e.st-à-dire la lungiieiir 1, mesnn'e dans la 
direction que prend un rayon vecteur mobile doué d'un mouvement de 
i-otatioii direct, et primitivement dirigé suivant l'axe |>olaire, au moiiient 
ou il devient pour la première fois perpendiculair** à cet axe, sera doiv'uia- 
vant désignée par la lettre i. Kii égaixl à cette convention, l’on aura 

' q \ i 1= I XI * — * 1 5 — I s , 


i’ i:; ( I x'i’ = I 

I *1' =^'1 

OU, ce qui revient au même, 

(4' i> = -i. 

Donc les ipiantités géométriques i et — i représenteront les racines cariées 
de — I ; et, comme on tirera de la fonnule ( 4 ), 


i* — (— l'i*. 


par conséquent 
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il e*t clair que i et — i représenteront eiiron* les <lem! racines qnafrièuie> 
et non algébriques de runité. Ca’tte conclusion ne diffère pas au fond «le la 
i-emarque faite à la page 167. 

En résumé, i et — i sont les deux racines île ré((uation binôme 

( 6 ) 1 * = -., 

H laquelle il est impossible de s^itisfaire tant que l'on prend |K>iir z une 
quantité algébriipie, puisipie le carré de toute quantité pisitive ou négative 
est nécessairement positif. Si l'étpiation (6) devient résoluble, dans le cas 
où l'on prend pair z une quantité géométrique, cela tient à ce que la déti- 
nitioii donnée en algèbre du produit de deux quantités se généralise quand 
ces quantités cessent d’étre algébriques, et p»rmet au produit 

:z = z’ 

de deux facteurs égaux d'acquérir une valeur négative. 

(ioncevons iiiainteuant que l'on détermine la position du point non 
plus à l'aille di-s cooixlonnées polaires r et p, mais à l'aide de deux coor- 
données rectangulaires x et mesurées à [lartir du p'ile : 1“ sur l'axe 
polaire; a“ sur une [ier|)endiculaire à cet axe. .Supposons, il'ailleurs, 
que l'on compte les x positives dans la direction corresjiondante à une 
valeur nulle de l'angle polaire p, et l«-s r positives dans I.» direction 

corres|iondante à l'angle polaire la-s cnordouiiéi>s .r, j-, ou, ce qui re- 
vient au même, les projections algébriques du rayon vecteur r sur les axes 
ilesx et des J", se réduiront, pour r = i, à ce qu'on nomme le cosinus et 
le sinus de l'angle |iolaire p ; et, comme, pour passer de ce cas particulier au 
cas où r acquiert nue valeur qnelcoiKpn», il siifiit de faire varier .r et r 
dans le r.qvport de i à r, ou aiiixi généralement 

(7) x = rcosp, 7=rsinp. 

Il est bicile d'exprimer la <|iiaiitité géométrique en Ibnction des coor- 
données rectaugiilaiies x, y : et, d'abord, il est clair que, si l'uiie de ces 
coordonni'-es s'évanouit, la valeur numérique de l'autre sera précisément 
la valeur du rayon r. Dans la même bypithèse, l'expression t, se réduira 
évidemment à 1 ou à — i , si le rayon r se mesure dans le sens des x po- 
sitives ou des X négatives; à i ou à — i, si r se mesure dans le sens desj- 
pisitives ou des^' négatives. On en conclut aisi'ment que la quantité géo- 
métrique 

(d1 r,,= i,r. 
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exprimée en luiictioii des coortloiniées j, y, sera repi'éseiilée en jirandeiir 
el en direction par l’aWisse x, si l'on a ^ = o, et par le prodiiil r i • si 
l'on a X = O. 

Si des deux coordonnét*s x, y aucune ne s’évanouil, alors 

X et y i 

leprésenleront evideminent, en grandeur et en direction , non pins la lon- 
gueur /• mesurée sur une droite correspondante à l'angle polaire p, mais 
seuleineut les projections algébriques de cette longueitr sur les axes des .r 
et des y. Qitant à la longueur elle-même, elle sera la diagonale du rec- 
tangle construit svir les deux projections. Klle sera donc [ |>age ifio| la sotnme 
d»'s deux quatitités giVimétriques x, yi, en sorte cpi'on aura 

( 9 ) r, = x+yi. 

.SI le racon r se réduit à runité, on aura 

(10) X = cos/i, j' = sni/>. 

Donc aloi-s la formule (9) donnera 

(11) I, = cos/) -t- i siti/). 

Si, au contraire, le i-avon r dilTere de l uiiité, on tirera de la lormule (9) 
jointe aux équations (7), ou bien encore de la fonnule (8) jointe à la 
formule (1 ij, 

,iî ( 1^ = r(cos/) -i- i sin/)). 

(loncevoiis maintenant que, r, p étant les coordonnées ixictaiigulaires, 
et .r, t les cooixloinu’es polaires du point A, on pos*:, (muii- abréger, 

(i3. s = r, = x->-ji, 

la ipiautilé géométrique î s«a ce que nous appellerons \ affixe de ce point. 
.Si l'on di-signc par H, P les coordonnées jKilaires, |iar X, f 'ies coordon- 
nées r«•ctangulaires. et [»ar Z l’alfixe d'nn second (mint II. on aura encore 

^i4) = A“)-Ji. 

.Si les deux points coïncident, on aura iioii-senleiiient 

(i 5 ) Z = s. 

ou, ce (|ui revient au même. 

^i6 \ + yi = x-^yi. 
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mais encore 

(17) z = x, y=jr. 

Récipruquenient , si l’ôqualiou (i5)se vérifie, les points A, B coiucitleroni, 
et, par suite, la formule (1 5) on (16) entraînera les équations (17). On peut 
donc énoncer la proposition suivante : 

1" Théorème. Ix>rsqnc deux quantités géométriques sont égales, l’équa- 
tif)u qui exprime leur égalité |ieut être remplacée par deux équations entre 
quantités algébriques, savoir ; par les équations qu'on obtient, quand on 
égale entre elles, dans les quantités géométriques données, les parties pure- 
ment algébriques, puis les quantités algébriques qui représentent les coef- 
ficients de i. 

Observons encore que l'équation (i5), présentée sons la forme 
1,18) 

donnera [no/r la page i58] 

(19) éî = r, (20) F = p-i-t/;n, 

k étant une quantité quelconque, et , par suite, 

(21) cos/’ = cosp, sinP = sinp. 

Comme on aura d'ailleurs 

{22) I,. = cos -H 1 sin f*, 

d est clair que des formules (11) et (22), jointes aux équations (21), on 
tirera 

(23) >,.= Ip. 

On arriverait encore à la tnéme conchision , en divisant par /< = r les 
deux membres de l’éqiiation (i8) présenta sous la forme 

1^ fl = ipt. 

En n'sitmé, la [lositinn d'un point dans un plan peut être compléteinent 
iléterminée, non-seulement par le système de deux coordonnées rectangu- 
laires, mais aussi par l'affixe de ce même point ; en sorte que l'égalité de 
deux affixes entraîne la coïncidence des points coiTespondants avec l'éga- 
lité de leurs abscisses, de leurs ordonnées, et de leurs distances an pôle. 

Nous appellerons points conjugués deux points placés symétriquement 
par rapport à l’axe [Kilaire, ou, ce qui revient an tnéme, deux points situés 
Ex. J-2n. tt ac Ph Mlh., T- IV rs.v n*r.î 28 
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à rgales ciistanct's de cet axe sur une droite perpendiculaire à l'axe. Nous 
ap|>ellerons encore (juanlilés géométriques conjuguées celles qui représen- 
lei-ont les aflixes de deux |>oints conjugués. Cela posé, deux quantités géo- 
métriques conjuguées offriront évidemment, avec des motlules égaux, des 
arguments égaux au signe prés, mais affectés de signes contraires, et si 
l’une est de la forme 


(a 4 ) r, = X -l-^i = r(cos/j -t- i sin/>), 

l'autre sera de la forme 

(a5) = X — yi ■=: r(cos P — isin/t). 

t '.ommc on aura d’ailleurs 

(26) r,.r_, = r*, 

on pourra énoncer la proposition suivante : 

a' Théorème. IjC prmluit de deux quantités géométriques conjuguées est 
le carré du module de chacune d'elles. 

Remarquons encore que des formules (a4), (a5), (a 6 ), on tire 

(»7) '■’ = (« +7') (x -^i), 

puis, en ayant égaixl à la formule ( 4 ), 

(a 8 ) r* = x*-¥jr*. 


1,’équation (5) exprime simplement que le carré du rayon vecteur r est 
la somme des carrés de ses deux projections, et reproduit ainsi le Üiéoreme 
de géométrie suivant lequel, dans un triangle rectangle, le carré de l'hypo- 
téruise équieaut à la somme des carrés des autres côtés. Ajoutons que l’on 
tire de la formule ( 37 ) 


(29) 


I J — ji X — j-i 

x-t-^i /■• x*-»-jr’ ' 


et que l'équation ( 39 ) réduit immédiatement à la forme X -t- Ki le rapport 
de l'unité à la quantité géométrique x J'i, ou, ce qui revient au même, 
la quantité gi-ométrique inverse de x -I- J"!- 

Si le module r des deux quantités géométriques r,, r_, se réduisait a 
l'unité, elles deviendraient respectivement 

I,, = cos -t- i sin P, i_, = cos/? — i sin/>. 

I,es principes exposés dans le Mémoire sur les quantités géométriques 


Digitized by Google 



( »>9 ) 

permetloiit d'i’lïcctuer aisément, sur cos quanlilés réiluiles a la forme 
les diverses opérations de l'algèbre; spécialeiuenl l'addition, la sonstrae- 
linn, la mnltiplicalioii, la division, et l’élévation à des puissances entières. 
l*our effectuer les mêmes opérations sur les quantités géométriques réduites 
à la fonnc x+jri, il suffira évidemment d’appliquer les rt-gles aux(|uelles 
on aurait recours, si les quantités données étaient algébriques, en ayant 
égard aux formules (4) et (ag), et en se rappelant que, diviser par une 
•fuantitè géométrique, c’est multiplier par la quantité inverse, [f^oir la 
page 1 G. 4 . 1 On trouvera, par e.xemple, 

• 3o) (jc+j'i) (x‘ -hjr'\)-h... = x + x'-t-...-S-[jr-^-jr' + ...)i; 

x' + jr'i-{x +jri) = x' — x + (j* 

(jT -hjr i) (x' -)-7' i) = XX' - JJ' -f- (xj' -t- X' j) i ; 

x'-t-r'i (x—yi) (aK-t-Ji) xx' +.ry - 4 - {xy' — x'jr)i 

x-i-yi x' + y' x' -i-y’ ’ 

puis, en désignant par n un nombre entier quelconque, et appliquant au 
développement de (x ji)" la foniiiile de New ton, on trouvera encore 

(34) (x-t-jii* = x”~ "^~ - '^ x"-»j» -+- ... 

( n _ , n(n — 0(« — i) m. m % \- 

-X"-'J- ■'x»-'j«-e-...jl. 

Ku égard à réqiiatioii (.34), 011 pourra aisément léduire à la forme A’+f'i 
une Jonction entière Z de la quantité géoniéiricpie z=x-t-ji, c’est-à- 
dire une expression de la forme 

(35) Z-= a -i- hz + cz' + ... s- gz" ' -i- hz", 

les coeflicients a, h, c, ..., g, h étant des quantités quelconques algé- 
briques ou géométriques. Ajoutons que l’on pourra réduire encore à la 
l(»rme X + Vi une jonction rationnelle de s, c’est-à-dire le rapport de 
deux fonctions entièi'es de z, en ayant éganl non-seulement à la lor- 
innle (34), mais aussi à l’équation (33). 


(3.) 

(3a) 

(33) 


( -iao ) 


Sur tes avantages que présente t' emploi des quantités géométriques 
dans ta trigonométrie rectiligne. 


Comme on l'a vu dans l'article précédent, les deux quantités fjéonie- 
Inqties 

■e. •-». 

sont lii'-es an sinus et au cosinus de l'angle p par les fonnules 
(^l) i,= cos/J -f- isinp, i = cos p — i sinp, 

dont la seconde est ce que devient la première quand on change p en — /». 
D'ailleurs, de ces deux formules on tire immédiatement les suivantes ; 

( a ) cos p = sin;? = 

qui servent à exprimer le cosinus et le sinus de l'angle p, à l'aide des seules 
quantités géométriques I, , i_,; et l'on |ieut ajouter que les équations (i), 
a) fournissent le moyen le plus court d'établir un grand nombre de 
fonnules de trigonométrie rectiligne. Entrons à ce sujet dans quelques 
détails. 

D'abonl, il est clair que les propriétés des expressions de la forme 
feront connaître, eu égard aux formules (i), des propriétés correspon- 
dantes des sinus et cosinus, .\insi, par exemple, l’équation 

i) 

IMiiirr.i s'écrire comme il suit, 

(cos p -t- i sin p) (cos p — i sin p)= i, 

et se réduira délinitivement à la formule 
(ij) cos’p -H sin’ p = I , 

qui exprime lu relation existante entre le sinus et le cosinus d'un angle 
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( ) 

quelconque p. Pareillement, réqnalion 

( 5 ) 'e+e' ~ 'e *e' 

ilonnera 

cos (/> -t- pO iP + /’’) = (c<ts P > sin p) (cos /)' -t- i sin p"), 

ou, ce qui revient au luèine, 

cos (p + p')+ i sin {p + p') = cosp cos p' — sin psin p' 

+ i(siu/Jcos/>' -H sin p'cosp). 

et pourra être remplacée [jiage 117] par le système (les (leux formules 

j cos (^ + ^') = cosp cos/t' — smpmtp', 

I sin (/) + p') = sin/)cos/>' 4 - sin/)' cosp, 

((111 servent à exprimer le cosinus et le sinus (le la somme (le deux arcs 
en fonction des cosinus et des sinus de ces mêmes arcs. .Si l’on veut obtenir 
les cosinus et sinus, non plus de la somme, mais de la différeuce des an's 
donnés, il suffira de rem()lacer p’ par — p' dans les formules (6), des- 
quelles ou tirera 

cos [p — p') = cospcosp' -t- sinpsinp', 
sin {p — p') = sin p cos p' — sin f/ cosp. 

Eiiliii , n étant un nombre entier quelconque, l'équation 

(«) 

sera rex|iivssion la plus simple du llii'oréme de Moivre, (luisqiie, en vertu 
de cette équation, l'on aura 

(9) cos np-i- i sin np = (cosp -t- i sin p)". 

•Si, après avoir dévelo(>|M' le second membre de la formule (9) suivant 
les jiiiissances ascendantes (le i, on égale entre ell<^, dans les deux membres, 
les quantiti’s purement algébriques, puis les quantités qui re|)résenteront les 
coefficients de i, on i-etrouvera les formules connues 

COS np = cos p — ! cos ’p sin p -(-... 

n nl/i' — l)()l — 2) . , 

siii np cos""' psitip — -) ' - g - cos" *p sm'p -t- ..., 




( aia ) 

que l’oii peut encore écrire comme U suit : 

j eo&np = cos’p ~7‘^ taiig*p 4- ...J» 

i . « r " " — Ol" — *). I 1 

f sin )tp = cos> tangp tang* p -t- ...J- 

D'ailleurs on tirera immédiatement des équations (l l) 


(ta) 


• lang/» 


tang np = 


n (n ' — l)(/ï — a} 

I .a . 3 


ang'/>- 


nin — i) 

I ^-_ungv'- 


laîs formules (lo) développent le cosinus et le sinus de l’arc np en fonc- 
tions entières du sinus et du cosinus de l’arc p. Si l’on veut, au contraire, 
développer les puissances de cos p et de sin p en s«'-ries de termes pro- 
portionnels aux cosinus et aux sinus des multiples de p, il suffira de recourir 
aux formules (a), desquelles on tirera 

(i3) cos" p = 1 sin*p = . 

Kn développant les seconds membres des équations (i3), et ayant égard a 
la formide(5), on trouvera 


(•4) 


cos" p = 


I., -t- - -*-■■■■ 


I- 


sin p 


•v — “ -t- - • • + j~ - • • — I — (ü-ij/ -t- ji — l)" 


De ces dernières équations, on peut imméiliatemeiit revenir aux formules 
connues. On en tire, en effet, eu éganl aux formules (i), pour des valeurs 
paires de ri. 


CO* no - CO* fn — a)/> 4 -...-t — 
I ‘ ' a 




I cas" p = 


(i5) 


coin/) co*(n — a)/i — i) 


1 Af — I 


(-i)’a— 
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W, pour des valeurs impaires de n, 


COS oos(a — a)p . • + 




co%p 


P = 


(ifi)i 


mnp »m{n — n)p+ — l) ’ 


1 . 1 . . 


n — I 


Mil// 


SIU P = 


(— i) ’ ï-' 

I-orsque, dans réquafioii (5), on prend 

P'= - V 


ou en tire 


par conséquent, 

(■7) 

Si, d’ailleurs, on pose 

'f • . , ' 

on aura . :< a* 


I P ■ ‘ P 

P cos--hisin- 

_ a _ a 2 

I P •' P 

_ ? COS ~ — I »in - 


«“f 

/ = tang^=— J. 
, cot - 


P P 

sin - =: t cos -, 

3 3 


et, par suite, la formule ( 17 ) donnera 

(18) 


, =i±Ü. 

'f I - »i 


En vertu de cette dernière formule, toute fonction entière, ou même ra- 
tionnelle de I,, pourra être transformée en une fonction rationnelle de 

t =Ung^ 

U y a plus ; comme, en vertu de l’équation (3), jointe k la formule ( 18 ), on 


atir;t 


( »ï4 ) 


('î>) 


* — » 


I — 

7TTÎ’ 


il esl clair que Ionie fonction rationnelle de i, et de ponira encore 
èti-e transformée en une fonction rationnelle de t. On trouvera , par 
exemple, en ayant égai-d aux éipiations (a), 

, , I — (■ . a t 

(ao) cosp= sin n = :• 

\ f 1,^1’ 


Ktant données deux diiectioiis déterminées par deux angles polaii-es p, pf, 
on peut demander la valeur de la quantité positive II propre à représenter 
l'angle aign on ohtns, mais inférieur à deux droits, qui sc trouve compris 
entre ces mêmes directions. Or il est clair que cette quantité se réduira 
tonjoiii'S à run des quatre angles compris dans les deux formules 

ikr:±(p'-p], 

k ou — k étant nu nombre entier. Donc, par suite, on aura 
(ail cos n = cos(p' — p)=. , 

nu, ce qui revient an même, 

(■xi) cos 11= 

Telle est Téquation qui sert à exprimer la valeur tle cos II à l'aiile ries t|uan- 
tilés géoméiriqiu's l,, et de leurs conjiigniH»s i_p, i_^. 

Dans ce qui précède, nous nous sommes bornés à considérer des qiiaii* 
lités géométriques dont les morliiles étaient réduits à runité. Ia< considéra- 
tion de celles rpii offrent des modules disliiicis de l'unité fournil aussi 
des démonstrations très-simples rie rliverses formules de trigonométrie lec- 
liligiie, comme nous allons le faire voir. 

Soient il'abord r, r' deux rayons vecteurs uu*surr^ à partir ibi pôle dans 
les diiections que rlélenniiient les angles polaires p, p'; et nommons A. H 
les extiémités de ces rayons vecteurs. Si Ton multiplie, le rayon vecteur r 
par le cosinus de la rpiantité positive 11 propi-e à i-eprésenter Tangle aigu 
ou obtus comjiris entre les tlcux rayons , le iirnduit ainsi obtenu r cos 11 
l■epr<'>scntera la projection algébrique rlu rayon vecteur r sur le rayon vec- 
teur r'. Pareillement, r' cos 11 leprésentera la projection algébrique rlu rayon 
vr^-teur r. C.ela posé, le produit de Tuii ries rayons par la projrHJtion algé- 
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hnque de l’autre sera 


( ) 


rr' cos n. 

Or. en multipliant par rr' les deux membres de la formule (aa), ou trouver;» 

r r -h r r' 

(a3) rr'cosfl = 

el les quatre quantités géométriques 

ri» V’ '-r' 


seront évidemment les affixes des deux points A, B et de ceux qui leur sont 
eonjugés. Kn conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème. Deux rayons vecteurs étant mesurés à partir <lu pfile «lans 
deux directions donnfVs, le produit du premier rayon par la projection 
algébrique du second rayon sur le jiremier, et le proiluit du second rayon 
par la projection algébrique du premier sur le second, seront égaux à la 
demi-somme des deux produits «lotit chacun a pour facteurs les afOxes de 
rextrémité de run des rayons el du point conjugué à rexlrémité de 
l’autre. 

Corollaire. Souvent on désigne à l’aide de la notation (r, r') l’angle 
aigu ou obtus compris entre les deux rayons vecteurs r, / ' mesurés dans 
deux directions données. Si l’on adopte cette notation, la formule (a3) 
deviendra 

^ T r r r , 

(a 4 ) rr' cos(r, /■') = ^ ^ . 


el l’on en tirera 
(a5) 


r;,r_. H- = an' cos(r, r'). 


Soit, maintenant, R,, la somme des deux quantités géomélriipies r,, /■, . 
D’apres ce qui a été dit à la page 160 , la quantité géométrique Rp représen- 
tera, en grandeur et en direction, la diagonale tX; du parallélogramme qui 
aura pour ct'ités les rayons vecteurs OA, OU, et pour sommets, d’une part 
le point O, d’autre part, les trois points A, B, C dout les aBixes sont res- 
pectivement 

fp, R r. 

D’ailleurs, si à ces trois derniers points *>n sulislitue leurs conjugués, 

âjr a a». « <fe l’Ari. "•»» , r, IV. ;as' ii».; aq 


( ia6 ) 

t les trois points dont les affixes sont 

r r* R 

on obtiendra un second parallélogramme égal au premier, ces deux paral- 
lélogrammes étant deux figures symétriques par rapport à l'axe |K>laire. 
Oonc R_ J. sera encore la somme des deux quantités géométriques r_p, r'^p ; 
et l’équatioii 

(>6) Rp=rp + r-^ 

entrainera la suivante, 

(> 7 ) . = f-. H- rl^. 

Or, des fonnules(26) et (27), combinées entre elles par xoie de multipli- 
cation, on tire, eu égard à l'équation (a5), la formule cotitme 

(a8) 

Soient, maintenant, 

des quantités géométriques en nombre quelconque, et 
' A, A', A",... 

les points dont elles repiésentent les allixes. Pour obtenir la somme Rp de 
ces quantit<>s géométriques, il suffira, d'après ce qui a été dit [page 160 1, 
lie mener par l'extrémité A du rayon vecteur OA, une droite AB égale et 
parallèle an rayon vecteur OA', puis par le point B une droite BC égale et 
parallèle au rayoti vecteur OA", etc.,..., puis enfin de joindre le pôle ü a 
l'extrémité K de la demit’re des droites successivement tracées, et de fermer 
ainsi le polygone O.ABO... HK. par un dernier côté OR qui représentera, en 
grandeur et en direction, la somme cherchée. D'ailleurs, si aux sommets .A, B, 
H, R on substitue les points conjugués il ces mêmes sommets, alors, à 
la place du polygone OABC.. .IIR, ou obtiendra celui auquel on peut le 
Miperposer en faisant subir au plan qui le renferme une demi-révolution 
autour de l’axe polaire; et il est clair que, dans le nouveau polygone, le 
ilernier côté, représenté en grandeur et en direction par R.p, sera la 
domine, non plus des quantités géométriques données 

t'e* ^'f / ■ I • * * > 


= r> I- r'* + mr' cos(r, r'). 


0- 'î..-- 
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mais de leurs cnnjugiiées 
Dont l’équation 

(» 9 ) i^r= + ■■■ 

entraînera la suivante 

( îo) ff-p = r^p + r'_^ + + 

Or, des équations (39) et (3o), combinées entre elles par voie de multipli- 
talion, on déduira immédialemenl, eu égard à l'équation (a5), la formule 
connue 

(3i) éî’ = r’ -er'’+r"’'t-...-+-a rr' cos(r, r* ) + tri" cos(r, r*) -t- . . . 

-I- 2 f r'cos(r', r") . 

+ etc. 

Partiii les formules auxquelles. un parvient quand un considéré des quan- 
lilés géométriques dont le module diffère de runité, on doit remarquer encore 
l’i-quation qui fournit la somme des n premiers termes d'une progression 
géométrique. .Si, pour plus de simplicité, on suppose le premier terme 
léduit à l’unité, et si l'on représente la raison par r,,, l'équation dont il 
s’agit sera 


(3a) 


tiette équation subsistant, quelles que soient les valeurs du module ref 
de l’argument p, on peut y remplacer p par — p. On trouvera ainsi 


-f t — r_. 


(33) 

D'autre part, on a 

( I — r,) (1 — r_,) = I — a r cos p -t- r*. 

Par conséquent on peut, dans les formules {3a et (33), remplacer les 
rapports 


par les rapports 


I — 2 rcos a- r' 


1 — ^ r cr» [* -t- r' 
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Cela posé, les fonmiles(3a) cl (33) donnerout 


(34) 

I -t- Cp r’ -+■ ...-*-rp= ! 

' — '■r' 

1 — a /■ CO» P -h f* 

(35) 

••• "f" 

1— r,— r 

' -f -r 

1 — arcos/» *4- r* 


Chacune de ces dernières équations se partage en deux autres, lorsqu’on 
égale entre elles, dans les deux membres, les parties purement algébriques 
et celles qui constituent les coefficients de i. Alors, en ayant égard aux 
lornuiles 

jqgj I r; =i.p r*= r"(cos/ip + isinnp), 

I rj^= r”= r"(cos np — i sin np). 

on trouve 


(^7) 

et 


I rcos/j H- r* cosa/7 cos(n — i)^ 

i — rcosfi — r"co»n/ï+r*+'co*(« — i)/» 

“ I — 2/-eoft/» ’ 


(38) 


r sin P 


l.orstpi'on suppose 


r’ sin ap -i- ... -t- sin (n — i)p 
r$iap — r*»in/i/» + tiofn — i)/» 

I — arco8/> -t- r’ 




le iiicKlule r" de rj dé<a-oît pour des valeurs croissantes de n, et devient in- 
finiment l>etit, tandis que le nombre n devient infiniment grand. Donc, 
•dors, en vertu de la formule (3a), la .somme des n premiers termes <le la 
progiession géométrique 

(' 9 ) I. V r’, r’, .... 

s approclie indéfininienl, pour des valeurs croissantes de n, de la limite 


(4<>) 




l-r. 


C'est ce qu’on exprime en disant que la progression géométrique se réduit. 
(KMir r < I, à une série convergente qui a pour somme la limite j. Mors 


( =*>9 ) 

aussi, les formules (3a), (33) donnent 


(4<) 

t r, -t- r» -t- . 

-if 

II 

(4») 

I -t- '■1,-1- • 

1 

-- l-r^’ 

et les formules ( 37 ), (38) donnent 


(43) 

I -t- rcos P + r* cos 1 p -t- 

I— rc05/> 

' 1 — arco4/> 

(44) 

rsin P -t- r’ sin ap -4- .. 

r sId p 

’ 1 — a rcQup -f-/*’ 


Il est bon d'observer qu'en vertu de l’équation ( 4 1), jointe à la première 
des formules (36), i,, sera le coefficient de r* dans le développement du 

rapport eu une série ordonnée suivant les puissances ascendantes el 

entières dn moduler. Donc, par suite, i,^, sera le coefl'icienr de *» dans le 
développement du rapport 

(I— 


et, en adoptant les notations du calcul des résidus, on tirera de la for- 
mule (4i) 


(45) 




ou, ce qui revient au même. 


(46) '«e — ^ areo$/>4-%’)(r—)' 

•Si, dans les deux membres de cette dernière formule, on égale entre elles les 
quantités purement algébriques et celles qui représentent les coefficients de i, 
on trouvera 

r I — rcosD 

( 47) C06 

et 

r rsio p 

(48 ) sm np = + 


On pourrait d'ailleurs déduire immédiatement les formules (47) et (48) des 



{ ) 

oqiiatioiis (43), (44)- Ajoutons que les équations ( 47 ) et (48) pourront 
encore être présentées sous les formes 

(4q' cos no = - (i H ! — ’ 

' ^a\ I — ar CO» /> *4- ^* / ( f ] 

( -siii «P = sin PC : — ; rin* 

V f * — a rco»p r* 


Nous avons rappelé plus haut les deux équalioiïs qui se déduisent iiiiiné- 
(ii.'iteinent du théorème de Moivre, et qui transforment le cosinus et le sinus 
de l’arc np en fonctions entières du cosinus de l’arc p. Si, au tliéorême de 
Moivre, on substitue réqnatiun (46), ou, ce qui revient au meme, les équa- 
tions ( 49 ) et ( 5 o), on pourra en déduire immédiatement celles qui traiis- 

lomient cos np et en fondions entières de cos p. Klfectivement, 

' un P ’ 

comme on a 


f 5i) 


I (a rco»/’)* 

I — I rcM/j -e r' », IC g 


on conclura îles formules ( 49 ) et ( 5o) que le coefficient de cos“ p se réduit, 
dans le développement de cos np, à 


{Sa) 


l 


(l-t-r’)—' 


, . «D «P 

dans le dovelo[i]>einent du rapport * a 

(53) ( !---)■ 

D’ailleurs l’expre^îon (5a) so réduit, pour m = n, ou, ce qui revient .au 
même, pour une valeur nulle de n — m, k a""*, pour une valeur impaire 
de « — m à zéro, et pour une valeur paire, mais positive, de n — m, a 


(^4) 


(“0 


m{m - 4 - 0 


/î -h m — 2 


n 

— a*" . 
m 


\\i contraire, l'expression ( 53 ) se réduit, pour n = m -t- i, ou, ce qui re- 
vient au même, pour une valeur indlc de « — m — i à a" , poui une 
valeur paire de /ï — m i zéro, et pour une valeur impaire de n — m plus 


{(l'.uicle que rutiité, à 


{ ) 


(55) 


(-0 


. (m + i) (m a). . . ■ 


n ^ m I 


Ola posé, les équations ( 49 ) et (5o) reproduiront imiuédlatemenl les for- 
mules connues 


(56) cos np = a 


( 57 ) sin np = a"-' sin p 


■ JB ^ !■ :■ fZ /V 3 MA 

P - P ? - 8' /' 


[ 


«« — 5rt — £ -B 

|-3- 


COS*^* P — — COS"~' P 


/i — 4" — 3 

_ ^COS- V-+- ... 


Si, dans I équadon (56), 011 pose n = i, on relrmivera la rorniule 
( j6) cos ‘h p =z ^ cos’p — 3 cos p, 

i|ui fournit le moyeu de ramener la résolution d’une équation du troi- 
sième degre, quand les trois racines sont i-éelles, au problème de la tri- 
section d'un angle donné [ voir \'/1naljsf. algébrique]. 
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,Sitr ki- /onctions entières d’un degré infini, et en particulier 
sur les exponentielles. 


§ I. — Constfiératioiu générales. 

Oti »»it que les puissances à exposants variables, aulreiiieni aj)pelée> 
exponentielles , |>envent être considért’es comme des fonctions entières 
com|K)sèes d'un nombre iiiliui de termes. Ainsi, pur exemple, pour définir 
rexponenliellc e', e étant lu base des logarithmes népériens, et z inie quan- 
tité algébrique variable, il suflTirait de dire que c* est la somme tle la série 
toujours convergente 

Z «’ t' 


ou bien encore, la limite vêts laquelle converge, pf>ur des valeurs crois- 
santes du nombre entier m, la fonction entière 

1 ' + ;^) • 

Il y a plus : lorsqu'on adopte une telle définition, il est naturel de l'étendre 
an cas même où la variable z cesse d'être algébrique; et l’on se trouve 
ainsi conduit, par la considération des fonctions entières de degré infini, à 
la notion des exponentielles à exposants quelconques. Il convient de 
donner quelques développements à cette proposition, et de montrer com- 
ment elle se lie aux principes établis dans les articles piécêdents. C'est ce 
que je vais essayer de faire en peu de mots. 

§ II. — Sur ter /nnctioni entières d'un degré mjim. 

.Soit z-= Cl, une (juantité géométrique variable dont r désigne le module 
et P l’argument. Une fonction entière de z ne sera autre chose [page 167) 
qu’une somme de termes projiortionuels à des puissances entières et posi- 
tives de z, le degi'é de la puissance la plus élevée étant ce qu'on iiomine 


DiqitiZfrfl 


( a33 ;i 

\<f de^ré tU la fonction, l’ar suite, la forme générale d’une fonction de z,. 
entière et du «legré n , sera 

a -h 6i + cz' -h ... >+■ g 2 "“‘ -4- Az“, 

U, b, c, ... , g, h désignant des coefficients constants dont chacun pourra 
être une quantité géométrique. 

(kmeevuns maintenant que les divers termes dont se compose la fonction 
entière appartiennent à la série 

iO - u„, a, Z. a, Z*, 

indéfinimeut prolongée. Si l’on <lésigne "par s, la somme des n premiers 
termes de cette série, on aura * 

(a) s, = a„-h a, Z + a,z‘ -h ... -h î—’; 

et J„, seront deux fonctions entières <le 2 , la première du degré « — i , 
la seconde du degré n. Si, d’ailleurs, n vicut .'i croître indéfiniment , la 
somme s„ pourra converger ou ne pas converger vers une limite fixe. Dans 
le premier cas, la série sera dite convergente, et lu somme de la série, 
c’est-à-dire la limite s «le s,, déterminée par la formule 

(3) f = «O rt, î-t- rtjZ’ -I- . . . , 


sera ce «pi on |H‘ut appeler uucyow«;i«ort entière d'un degré infini. Dans le 
.secoild cas, la série s«*ra divergente, et u'aiii^i^xis de somme. 

D’autre part, si l’on nomme :i„ lt< niwlule de.<i«,.^ a la limite ou la plus 
grande des limites verfc l««quelles converge, pour des valeurs croissantes 
de n, l’expression - ^ . 


a sera le module de lu série 

fi) "p 




dont le terme géutVal est a,\ ar sera le module de la série, (i) dont le terme 
généi'al est a, zT ( tome 11 , pages 388 et suivaut«‘s] ; et la série ( i ) sera conver- 
gente ou divergente, suivant que le iiuHluIe a r sera inférieur ou supérieur 
a l’unité, ou, ce <|ui revient au même, suivant que le module r de 2 sera 

inférietir ou sujérieur a Kn consi-quence^ la série (i) sera toujours di- 
t'x. aa«. fl * e*,,. r. IV ( 4 -i» iiv.v ' ’ 3o 


) 


Veijçeiite si l’expression (a,)", croissant indéfiniment avec n, a (mur limite 
l’infini, puisqu’alors - deviendra 


C'est ce qui arrivera, par exemple, si a„ et, par suite, a. se réfhiisent an 
produit 

i.a.3...n, 

puisqu'alors on aura [voir la page ao6| 

I ' . I _ 

. (a,)" = (i.a...«)" >v«. 


el, par conséquent. 


a= lim{a,)" = * . 


contraire, la série (0 sera toujours convergente si. l’expression (a,)", 
décroissant indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, a |KHir limite 

zéro, puisqu’alors ^ deviendra 


• = 30 . 
O 


Ca’esI ce qui arrivera, f par exemple, si et, par suite, a„ se réduisent au 
rapport . / . ’ ■ 


' ptnsqu alors on aura ^ ^ 

K? ' ‘ 



et ' par suite , 




^ • ‘If* 

lim(a«ÿ =’o. 

• ' 


Donc la série 

(5) 

dont le terme général est , - ‘ ‘ 


> ■ • »’ _ 
- ■* T’. 
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lie cesse jamais d’être convergente; et à tine valeur finie quelconque, algé- 
hriqiie ou géométrique, de la viunable z correspond toujours une fonction 
entière s, d’un degré infini, propre à représenter la somme de cette si'*rie, 
et déterminée "|>ar la formule 

Si le module a de la série ( 4 ) offrait non plus une valeur nulle ou 
infinie, mais ime valeur finie différente de zéro, la somme s de la série (t), 
ou, ce qui revient au même, la fonction entière «le z, représentée par le 

si>cond membre de l'équation ( 3 ), subsLsteniit pour f < disparaîtrait 

pour r> " Ainsi, par exemple, en sommant la progression géométrique 

[']) 1, Z, i*,... 

dont le terme général est z", on obtiendra la tiinction entière 
(H) I + Z -1- 2^ -1- . . . 

qui siilisistera, et sera équivalente au rapport <;uit que le module r. 

de Z sera inférieur à l’unité. Mais la fonction entière i -t- z -i- z’ -i- . . . 
cessera d’exister si la progression (7) est divergente, ou, ce qui revient au, 
même, si le module r de s est 8ii|)érieur à l'unité. 


§ ni . — Sur la limite vers lagnelfr con^rge, fiour îles valeurs cmissautei rie m , 
t expression ^ i + • 

Soient 2 une quantité géométrique variable, et m un nombre entier quel- 
conque. On aura, en vertu de la formule de Newton, 


(1) (i -t-z)"s= i-H wz-t- ... -4- -I- ■+■ z”, 

et, par suite, ... 

•(2) (, -t- ■ + * + + 

' ^ \ m ■ \ w ' 1 .2 \ m f \ m ! i.2*3 

Dans le second membre de la foriniile (a), le teriiu- général, ou projMir- 
tionuel à 2", se réduit, jiour n'> m, à zéro, et pour n = ou < m, à 


m(M — 

1.2 


_iW, — 


Digitized by Google 



( ^36 ) 

c’est-à-rfir« au produit de la quantité 
(4) . _ 

par le terme général 


de la série 

{^) 


I, -« — » 5* 

’ I 1.2 1.2.3 


D’ailleurs, en vertu de la formule (5) de la page 307 , la quantité (4), tou- 
jours inférieure à l'unité, ne peut s’abaisser, quand m surpasse ;i, aii-<les- 
sous de la différence 


( 6 ) 


, «In — 1) 

2 m 


Donc, si l'on fait croître m indéüniment, en laissant n invariable, l'ex- 
pression (3), c’est-à-dire le terme général du développement de la puissance 



convergera vers une limite équivalente au terme général de la sv'-rie (5). Il 
est naturel d’en conclure que cette puissance elle-même sera équivalente à 
la somme de la série (5), et que, si , pour abréger, on désigne cette somme 
à l’aide de la notation [ 2 ], en posant 


(7) 



on aura, en faisant converger le nombre entier m vers la limite oc , 


(«) 


lim(.^±)-=fz] 


Il importe d’ailleurs d'établir cette conclusion d’une maniéré rigoureuse. 
On y parvient aisément comme il suit : 
l,e coeflicient numérique du rapport 

1 . 2 .../)' 


dans le second membre de la formule ( 2 }, étant toujours compris entre 
les limites 

«(n — l) 

I . I _ — ^ , —, ’ 


/ 


Digitized by Google 


( a 3 ? ) 

[>our n — ou <»n, et toujours nul |Kiur « > m, il est clair que, si l’on 
représente le coefficient dont il s’agit par i — a„ sera un nombre qui 
vérifiera, pour n= ou < //i, la condition , , 

/ \ ^ "(«“O 

( 9 ) 

* 

ef» pour n > nif la concUtinn* 


de laquelle on tirera, eu supposant m > i, et, par suite, n > a , 

.s . ^ * « /» — I 

,*V 3 : j;. — 


C^la posé, la fonfnilé^(a) (Reviendra 


(, + Ay=, + z + ,,-a,)^ + (.-a,)^-,- 


• “'i.a i.a .3 


OU, ce qui revient au tncme, eu égard à l’équation (7), 

•(..) (.+l)- = [.]-d, 

la valeur de d étant 
(ta) 


i* ti — w 

d=a, — s 


D’ailleurs le coefficient a„ ne pouvant, en vertu des formules (9) et (10), 
sur|>as8er le rapport ~ , il est clair que, si l’on noflime r le module 
de. s, le moclule du produit ’ 


sera, pour une valeur quelconque de n , toujours égal ou inférieur à la 
quantité 

«(à — 1) r" r' r*-’ 

a« i.a..,a 3m — 3) 

Donc on tirera de la formule (ta) 

mexl d < 1 1 •+• - + 4 - ... 1 » 

, ^ am \ I 1 . 3 ) 
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nu, iv qui i«\ipnt au même, 

(i31 inodJ<— fri. 

Or, il suit (Hidcmment de la formule (i3,i que si, en attribuant à la va- 
riable Z et par consé(|ueiit à son module r une valeur finie quelconque, 
on fait croître indéfiniment le nombre entier m , le module de <f convergera 

vers la limite zéro. Donc, dans la même hypothèse, la valeur de | i -i- 

déterminée jrar la formule (i i) convergera vers la limite [zj, et l'on se trou- 
vera ainsi ramené à l’équation (8). 

Si à la variable z, supposée indé|iendanle du nombre m, on substitue 
une variable 

. Ç = P, 

qui dépende de ce nombre, et qui, pour des valeiii-s croissantes de /«, 
converge, avec son module p, vers la limite zéro, alors, à la place de la 
formule (il), on obtiendra la suivante 


('4) * 




fi, 


fi Ôtant unt^ quantité ^ométriqii^ dont inmlide vérifiera la roiuiitioii 
(là) modf<^~[pJ. 

D'ailleurs, tandis que p s’approchera indéfiniment de zéro, la quantité 



toujours inférieure à 


I -I- p p’ -1- 



s’approchera indéfiniment de l’unité, et le pro<luit p’[p]de zéro. Donc, 

SI ( dépend de m, et si, en faisant croître indéfinimeut le nombiv m, <>. 
on voit le module p de Ç converger vers la limite zéro, t et son module 
convergeront vers la même limite en vertu de la formule (i5); et, comme 
le module de 



I ,7 


sera inférieur à [p], par conséquent 



la limite de [Ç| sera 


l'unite. 
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Donc la formule (i4) <loniiera • - • 

(i6; . 

§ IV. — Sur Ici exponmticlUs. 

Soient *, *' deux quantités géométriques distinctes, et m un nonilire 
entier qui croisse iudéKiiiment. On trouvera 


(•) 


( ,H- iW , + il) = , + 

' m j \ m f M 


, Par suite, eu considérant ^ comme une quantité iu&niment petite du pre- 
mier ordre, et en négligeant , dans le secon^^ membre de la formule (i), le 
terme infiniment petit du second ordre on aura sensiblement 

()n aura, au contraire, en toute rigueur 


(») 




si l’on choisit Ç de manière à vérifier la condition 
m* \ ^rn/m 

ou , ce qui revient au même , si l’on pose 

(3) 


I-S-- 




Or, en vertu de la formule (3), Ç sera une quantité géométrique qui dé- 
pendra du nombre m, et qui convergera vers la limite zéro, quand et 
nombre croîtra indéfiniment. Gela posé, on tirera évidemment de la for- 
mule (a) : 1 ° en élevant les deux membres à la m'*"' puissance. 


(4) 




1 ° en faisant croître indéfiniment le nombre m, et ayant égard aux for- 


( » 4 o ) 


milita f8) et (i6)’du S UI, 

[z][z'] = [s-4-*'J. 

Ou peut donc énoncer la proposition suivante : 

I" Théorème. Si l'on désigne par z, z” deux quantités géométriques 
distinctes, et par [s] la snmiiie de la série toujours convergente 


I, —1 " -‘ S • 

’ I I .a 1 .3.3 


( 5 ) 

dont le terme général est — £ , on aura 

6) [î][='] = [*-*-^]' 

Corollaire En attribuant a^, des valeurs purement algébriques, et 
raisonnant comme dans un pivcédait article [jtages 199 et aoo), on tirera 
de la formule ( 5 ) l'équation 

( 7 ) [*] = [']'• 

iVadleurs la quantité ici désignée par le symbole [l], c'est-a-dii'e la somme 

. I I -I- a. 7183818 . . . 

^ 2 2.3 2.3.4 

S 

est précisément le nombre qui sert de base aux lugaritbmes né|H‘rie«s et 
que l'on représente ordinairement par la lettre e. Donc la formule ( 5 i 
donnera ‘ 

[zî=e«. 

% 

On jieut donc énoncer encore la projtosition suivante : 

- 3» 'Théorème. Si l'on désigne jwr : une quantité purement algébrique, 
il stiUira , pour obtenir la somme ( 2] de la série 

* I 1.2 I ^3.3 

. (l'ëlever If iiombiv 

à la puissance <lonl le (iegre marqué par i exposiint z; de sr»r!e qu on 
aura 

( 8 ) 1 : 1 ='-^ 

CÔiollaire. Si dans la formule (8 on remplace 2 par az, a étant une' 
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qiiaiititi- alf;rhriqiie positive ou ni^gative, ou Irouvera 

(9) = 

Si d'ailleiii'S on |kjs»‘ 

(10) e»=\, 

A sera une quantil^ |>ositivc, supérieure ou liiféneiire à l'unité, suivant 
que l’exposant a sera positif ou négatif; et comme, en élevant à la puis- 
sance Z les deux meiiihres de réqualioii (lo), 011 trouvera 

e"‘ = A', 

la formule (10) entraînera la suivante, 

(i 1 ' \az] = A'. 

Ia.‘s piitssanct's à exposants variables, renlérmées dans les furiiiules (8), 
(1 1), et représi’iilées par les notations 

e\ 

sont ce qu'on appelle des exponenlietles . l.'ex|Kisaiil z de-cliaciiue de ces 
puissances est ce qu’on noiiiitie le logarithmi' de rexponentielle e‘, ou V 
dans le sjstème dont la li.ise est le iioiiibrc e ou A. la* logarithme qui 
correspond à une valeur donnée de rcx|K>neiitielle, dans un système de 
logaritlimes donnés, dépend évideinment de cette valeur même et de la 
hase du système. On sait que Néqier, inventeur des logarithim-s , eu 
publiant sa découverte dans l’ouvrage intitulé : Mirijici lugarithmomm 
canonis Descriplio, ado|>ta d'aboril le système correspondant à la hase e. 
C'est pour ce motif que l'un donne aux logarithmes calculé-s ilans le .sys- 
tème dont la bas»* <»t e, le nom de logarithmes népériens , et à rexponeii- 
tielle e‘ le nom d’ej:/)o/ien/i>//e népérienne. 

t'.ela |H>s«*, il suit du deuxième ihéoretne, joint à la formule (8) du ^ III, 
que, ilaiis le cas où z di*signe une quaiililé algébrupie, l'exponentielle 
iié|M'*rienne té ctiïiicide iion-seiileinent ave<‘ la somme de la s»'*rie 
i s' J 

’ 1’ 1.2’ 1.2.3' 

iiiais'eiicore avec la limite vers laquelle tainverge, pour des valeurs crois- 
santes du nombre entier m, l'expression 

tM.àAn str nwfA-, T. IV. li*r ; * 
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Donc, [Kjur des valeurs algébriques de z, l’exponentielle népérienne e‘ 
pourrait être définie à l'aide de l'une quelconque îles deux formules 


(la) 


(?*= I ■ 


1.3.3 


(i'3) e* 2 = lim ^i-i- • 

Il y a plus; rien n’empêche d'étendre ces deux formules au cas même où 
rex[x>sant z est une quantité géométrique, et de considérer alors chacune 
d’elles comme propre à fournir une définition de l’exponentielle népé- 
rienne e‘. 

(juant à rex|xinenlielle ilont la base \ est un nombre quelconque, il 
suffit, pour la définir généralement, quelle que soit la valeur algébrique ou 
géométrique île l'exposant z, d’étendre la formule (ii), au cas même où 
cet exposant cesse d’être une quantité algébrique. Cette extension étant ad- 
mise, la définition générale de l’exponentielle \* sera fournie par l’éqiiation 

(.4) V = e“', 


on, ce qui revient au meme, par l’équation 


(i5) 


3* 


az 



fl* s’ fl^«* 

I .a I .a. 3 


a étant une ({iiaiitité algébrique choisie de maniéré que l'on ait 

(i6) A = e-, 

Kn d'autres termes, a sera simplement le logarithme né|x’*rien du nombre A. 


§ V. — Propriétés divenrx des rxponendeUfs. 

Léx|K>ncnticlle népérienne e‘ n’étant autre chose que la somme [zj de 
la série convergente 

t 


il est clair que la formule 

[z)(z'] = [z-t-z'], 

établie dans le IA', |Hiurra s’écrire comme il suit ; 

(i) e'e*' = <?***'. 

On trouvera de même, en désignant par a une quantité algébrique positive 
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ou négative, et remplaçant z par az , z' par az‘, 

(а) = 

puis en |)osant 

c“ = A , 

on réduira l'équation (a) a la formule 

(3) AM'rrA**'. 

Il résulte des formules(a) et (3) que, |xnir opérer la midtipliratioii de deux 
exponentielles relatives k la même base e ou A , il sulBt d'ajouter les expo- 
sants. Lorsque z, z' se réduisent à des quantités algébriques, e', e* ou A*, 
représentent des nombres dont z, z* sont les logarithmes. Alors les for- 
mules (i) et (3) mettent en évidence la propriété fondamentale des loga- 
rithmes, savoir, que, pour obtenir le logarithme du produit de deux 
nombres, il suffit d'.ajonter entre eux les logarithmes de ces nombres. 

Supposons maintenant que z soit une quantité géométrique, en sorte 
qn'on ait 

z = JC -I- ri, 

ar , étant les coordonnées rectangulaires du point dont l'affixe est z. I.a 
formule (i) donnera 

(4) e‘ = e'e^\ 

D'ailleui-s, eu vertu de la formule (i3)dii § V, on aura 

(5) = lim (i -t--^)'. 
puis en posant , pour abréger, 

(б) ' + ^ = P.= '.f>. 
on tirera de l'équation (51 

(7) 

On satisfait à l'équation (6), ou, ce qui revient an même, aux deux suivantes 


(») 

en prenant 
l9) 


I = P COSO, —■=. P Slll 0, 


y » 

0 = arctanc— ♦ p = ; 

® m ” CO»B 


3i 


Digitized by Google 


( ^!\h ) 

el aloi"*, |K>ur des valeurs indé6niinent croissantes du noiiü>re entier m, on 
voit rarpiiment u converger vers la limite zéro, le module ^ vers la limite i, 
et le produit 


vers la limite j. Donc la formule (7) donnera généralement 

(.1) 


ou, ce qui revient au même, 

(la) e’'* = cos J' + i sin_7'. 

1,'équation (ta), découverte par Kiiler, sert à exprimer en fonction des 
ligues trigonoinétriqiu’s, cos sinj^, Y exponentielle (rigonométriifue e^‘, 
I,a formule (i 1) est l’équation d'F.illcr, réduite à la forme la plus simple. 


§ VI. — Sar tes vxponentietles ihgonométnquef . 

Soient P un angle quelconque et in un nombre entier. Si l’on fait croître 
ce nombre indéfiniment, ou, ce qui revient au même, si ou le fait con- 
verger vers la limite 00 , on aura, en vertu de la formule (i 3 ) du § IV, 



Si d’ailleurs on po.se 

(2) I +-£i = p^ = p(coso + isinu), 
on en conclura 

( 3 ) i=pcoso, ^ = (jsiiio; 

et il est clair epie si l'on attribue au nombre m une valeur très-considé- 
rable, de manière à rendre, très-jietite la valeur numérique de on véri- 
fiera les équations ( 3 ) en prenant 

( 4 ) ®r = arctang£- 

Knfin, comme on tirera des formules (ijet (2) 
e'’*= lim (/»„)“= 

le module et rargiimeiil de l’exponentielle ef* semiit évidemment les li- 
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mites vers lesquelles convergeront, pour îles valeurs croissantes de m, les 
quantités 


(5) et mu. 

Mais, m venaiita croître iniléfiniment, le rapport ^ s’approchera indéfini- 
ment de 7a*ro; par suite, la quantité 

et sa racine canve 



s'approcheront indéliniincnt <le l'unité. .Mors aussi, b venant à s'appro- 
cher indéfiniment de zéro, ou verra le rapport converger vers la 

limite i, et le produit 


mu = P 


Uog O 


vei-s la limite p. Donc, en résumé, l'exponentielle e*" a pour module 
l’unité, et pour argument l'angle p; et l’oii a identiquement 

(ü) e'* = ip =r cosp -I- i sin^. 


Il suit de cette derniere formule que, dans l’exponentielle e'’*, la partie 
purement algébrique et le coefficient de i se confondent avec U*s deux 
iigiu*s trigonométriques appelées le cosinus et le sinus de l'argument p. 
C’est pour ce motif que nous donnons à e'” le nom d'i\rponentiellp Irigo- 
nomêtrique. 

Nous avons remarqué, dans le § IV, que l'on a |H)iir tonte valeur finie 
de 2 


e‘ = 


II’ i> 

— -+- i 5 •+ 

I t .a t .a. 3 


Si donc, dans l'équation précédente, on pose 2 = pi, et, (lar suite, 
e* = cf* = cos p + i sin p, 

on trouvera 

(n) cos p + i sin p = t + - i — — ^ , i -t- ... 

''' _ ' I i.a i.a.3 
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et il suiiira d’égaler entre elles, dans les deux membres de réquation (7), 
d’une part , les parties algébriques , d’autre part , les coefficients de i , pour 
retrouver les formules connues 

(8) cos 0=1 — — 1 — . . . , sin p = 

qui servent à dévelop|)er cos p et sin p suivant les puissances ascendantes 
de l’angle p. 

Remarquons en finissant que, si l’on représente par x,jr, les coordon- 
nées rectangulaires, et par z l'affixe d'un point situé dans un certain plan, 
en sorte qu’on ait 

Z =: X -I- ri, 

l'équation ( 4 ) du $ IV, savoir ; 

(g) 

donnera, eu égard à la formule (6), 

(10) e* = e' ly. 

I)nnr l'exponentielle 

e* = 

aura pour module le nombre e* et pour argument la quantité y. 

Si la quantité géométrique z' était conjuguée à z, en sorte qu'on eut 

z' = x—jr\, 

alors, à la place de l’équation (g), un obtiendrait la suivante ; 

(11) e‘ = e‘ 

que l’on pourrait encore écrire comme il suit 
(ta) e*=e*i_^; 

en vertu des formules (g) et (11) jointes à l’équation ((j), les exponen- 
tielles e*. e* seraient, ainsi que z et z', deux quantités géométriques 
conjuguées. 
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Sur les divers logarithmes (tune quantité géornétrùjue. 


Soit Z une quantité géométrique. Los divers logarithmes de i, dans le 
système qui aura pour base un nombre donné A, seront les diverses va- 
leurs d’une quantité géométrique A déterminée par l’équation 

(1) A-' = z. 

Si , en réduisant le nombre A 4 la base 

e = 2,7182818... 

des logarithmes népériens, on désigne par X l’un quelconque des loga- 
rithmes népériens <le z, on aura simplement 

(2) e' = z. 

Soient maintenant r le module et p l'argument de z, en sorte qu’on ait 
Z = r,= r = r cosp -I- i r sin p; 

et posons 

JC = r cos p, J' = r sin p. 

K chaque valeur de 

Z = X H- yi 

correspondra un système unique de valeurs algébriques de x, jr, propres 
à représenter les coonlonnées rectangulaires du point dont z sera i’aflfîxe. 
Au contraire, à chaque valeur de z cori'espondra une infinité de valeurs de 
l’argument p; et, comme ces valeurs se réduiront aux divers termes d’une 
progression arithmétique dont la raison sera la circonférence ati, l’une 
d'elles sera généralement comprise entre les limites — n, -hn. Si on la 
représente par la lettre p , la valeur générale de p sera 

( 3 ) p = r + ikr:, 

k désignant une quantité entière quelconque, positive, nulle ou négative. 
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(Concevons à présent que l'on pose 

X = O + êi , 


Z , ê étant (les quantités algébriques. On en conclura 

e> = = e*e“= ijC*. 

Donc la quantité gt'oniétrique aura pour module e*, pour argument S, 
et , en vertu de ce qui a été dit précédemment | page at 7 ], l’équation (a), 
que l’on |imirra écrire comme il sidt 


donnera 


i,e = i.r. 


<• =r, i.= I, 


T’ 


l>onc, SI l'on désigne, à l'aide de la lettre caractéristique 1, et par la nota 
tion l(r), le logaritlime algébrique et népérien du nombre r, un aura 

a = l(r), ê = r-t-aA-»î, 


/, d('■slgnanl une quantité entière, et 

( 4 ) X = l(r) -I- (r -t- aX)t)i. 

Kn d'aiifies termes, on aura 

(“î) X = l(r) + /.i, 

la valeur de rargiiment p étant l'tnie quelconque de celles que détermine 
la formule (3). 

Il est bon d'oliserver que l’arc désigné, dans les formules piécédeiites. 
par la lettre f, est, de tous ceux ipii ont pour cusiiiiis ^ et pour sinus 
le plus petit, abstraction faite du signe, et, par conséituetit , celui 

ipii s'f’vanoiiit quand la quantité giVimétrique z se réduit au nuulide r. 
Par suite, si l’on |k»s(‘ p = f dans la formule (5), on obtiendra celui des 
loitaritliines népériens de r, qui se réduit à I (r) quand z se réduit à r, et 
qui, pour ce motif, sera géiitTalement d(*signe par la notation I z . (iela 
|Mis('‘, on aura 

(f> li.z)= l(r) -H pi, 

et ia toriniile (/|) cionnera 

(7) X = l(z'.+ I, 
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(8) 


( ’49 ) 


1 = aAni. 

Si l’oii n'duil la quantité gcomélrique z à l’unité, ou aura 
l(s)=l{.) = o, 

et les diverses valeurs de i. se réduiront aux <liverses valeui-s de I fourtiies 
j>ar réqiialiou ( 8 ). Ces diverses valeurs de 1 ne seront donc autre chose 
que les divers logarithmes népériens de l'unité, et il suflira d’ajouter ceux-a-i 
à l(î) pour obtenir les divers logarithmes népériens de z. 

Si la quantité géométrique z s'évanouit avec son module r, le loga- 
rithme népciricn 1 (r) se réduira simplement à — œ , c’est-a-dire à l’in- 
lini négatif; et la formule ( 6 ) donnera 

(9) K°)= - » -t- pi. 

l’angle p restant indéterminé, et pouvant être arbitrairement choisi eutn- 
les limites — n, + n. On peut remarquer que, dans la même hyjKJthése, 

la dérivée de l(z), savoir, acquiert un module infini, rargiiuieiit res- 
tant indéterminé. 

Enfin, si la quantité géométricpie z se réduit à la quantité algébrupie 
et négative — r, on aura 



par conséquent 

et pour satisfaire à cette dernière formule, sans attribuer à p une valeur 
située hors des limites — n, + r:, il faudra sup|xiser, ou p = i:. ou 
p = — it. L’équation ( 6 ) donnera, dans la première supposition, 

(10) . I(— r) = l(r) -t- tri, 

dans la seconde 

(11) 1 (— r) = l(r) — ni; 

et il est clair que l'on pourrait, dans la détermination du logarithme 
népérien désigné par 1 (— r), hésiter entre les formules (10) et (1 1). Pour 
faire disparaître toute incertitude, j'ai prO|K>sé, dans le troisième volume 
[ page 38 o], d’adopter de préférence la formule (10). Mais on pourrait aussi, 
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sans inconvénient grave, admettre que la fonction l(ï), ilaiis laquelle le 
cfieflicient de i ilevient indéterminé, quand z s’évanouit, offre j>our ce 
même coefficient deux valeurs liistinctes, quant au signe, et données par 
les formules (lo) et (il), dans le cas on, z étant réduit à — r, l’argn- 
ment p cesse d’étrc renfermé entre les limites — tz, -é IJ, et où cet argn- 
nient peut être censé atteindre l’une ou l’autre limite au gril du calculateur. 
Il y a ]>lus, on sera naturellement conduit à la formnle(io), si la quantité 
négative — r entre dans le calcul comme limite d’une variable dans la- 
quelle le coefficient de i se réduit à une quantité positive infiniment petite. 
On sera, au contniire, naturellement conduit à la formule (i i), si la quan- 
tité — ;• est la limite d’une variable dans laquelle le coelficieni de i se 
n'duit à une quantité négative infiniment |ietite. Ainsi, en définitive, il 
parait convenable de ne point s’arrêter à priori à l’une des formules (lo), 
(l t) plutôt qu’à l’autre, et de laisser le calculateur libre de se déterminer 
dans le choix qu’il fera de l'une ou de l'antre , par des considérations pni- 
si'*es dans la nature même de la question qu’il se projiosera de lésoudre. 

L’opinion que je viens d’exprimer se trouve corroborée par la remarque 
suivante : 

•Si, dans la formule (6), on pose r= i, et, par suite, z= ip, on trouvera 
(ta) l(ip) = pi. 

(".ela posé, l'équation ■ (i) donnera 

(i3) l( 2 ) = l{rp) = l(r)-t-l(ip). 

D’ailleui'S il est naturel d’étendre les formules (ta) et (i3) an cas même on 
l'on a ip= — 1 , et, par suite, p = ± n. En admettant cette extension, 
on tirera de la formule (i3) 

(«f|) l(-r) = 1(0 + !(-'). 

et de lu (orinule (la) 

i.iS) I (— i) = ± ai. 

Or de l'équation (t4) jointe à l’équation (i5) on déduira immédiatement 
ou la formule (lo) ou la formule (i i), suivant que l’on minira le double 
signe renfermé dans l'équation (lâ) an signe -+- ou an signe — . En d’au- 
tres termes, si l'on jxise z = — r, l’équation (fi) sera remplacée par celle-ci 

(•6) I (— r)= l(r) ± If i. 
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Remarquons encf>re que dans l’équation (i 5) ou (i6) le double sifiie 
répond aux deux limites ver» lesquelles conver^ l’argument p, taudis que 
dans l’expression 

z=x ¥ ji, 

ou pose JT — — I, ou X — — r, en faisant touverger la quantité |Kisitive 
ou négative j vers la limite zéro, tout comme dans l’équation 

- = i: *) 

O 

[voir l’analyse algébrique, page 45], le double signe réiMind aux deux 
limites -I- oc , — 00 vei's lesquelles converge l’expression 


tandis que la quantité positive ou négative x s'approche indéfiinmeni de 
zéro. 

Remarquons enbn que, si l’on désigne par z' la quantité géométrique 
conjuguée à z, en sorte qu’on ait non-seulement 

z = ar -4- ji = r,, 

mais encore 

Z' = X —jr\ = 

les deux fonctions de z désignées par les nutations 

l(z), l(z'), 

dont la première est définie par la formule (6) de la page a48, seront deux 
quantités géométriques conjuguées. Ainsi, en vertu des conventions adop- 
tées. l(z') sera conjuguée à l(z% tout comme e' à e*. Ajoutons que, si 
l’on fait converger les quantités conjuguées 

Z = r, et z' = r_p 

vers la limite commune — r, eu faisant converger p vei-s la Imiile n, 

l(z ), I (z') 

convergeront vers les limites 

l(r) -t- Kl, l(r) - ni, 

<)ui sont précisément les deux quantités conjugut'es dont chacune (letil eire 
considérée comme une valeur de 1( — r). 

l-j. . 
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Revenons maintenant an cas' où A est un nombre quelcon(|ue, et nom- 
mons a le logarithme algébrique et népérien de A, en sorte qu’on ait 

et , par suite, 

(17) V = e". 

On aura encore 


Donc l’équalinn (1) donnera 
(18) 

En divisant |>ar e'**' le premier et le dernier membre de la formule (18), 


011 trouvera 

(>î>) 


Donc, la différence 0 A — l(z) sera l’un des logarithmes de l'unité, c’est-à- 
dire l’une des valeurs de I , et la valeur générale de A sera déterminée |>ar 
l’éqnation 

flA - l(z)= I, 


de laquelle on tirera 
(ao) 


A = 


üfLtl, 

a 


ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (7), 


(ai) 


A 


X 

a 


On se trouve ainsi ramené au théoreme connu dont voici l’énoncé : 

Pour obtenir les divers logarithmes de z dans le sjrstème dont la hase 
est le nombre A, il suffit de diviser les divers logarithmes népériens de z 
par le logarithme réel et népérien du nombre A. 

Si l’on désigne à l’aide de la lettre caractéristique L, et par la notation 
l.(r), le logaritlime du nombre r dans le système dont la base est le 
nombre A, alors, en posant comme ci-dessus a — l.(A), on aura 

(aa) •'('•)= 

Il suffit d’étendre cette dernière foriniile au cas ou le nombre r se trouve 
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remplacé par une quantité géométrique s, pour obtenir l'équation 
(> 3 ) L(z)=!^. 

qui sert à définir généralement la fonction K(z). 

Ia?s définitions que j’ai ici données de l(r; et de l.(z) diffèrenl de celles 
qui ont été adoptées par M. Bjorling, dans le cas seulement ou l'argu- 
ment représenté par la lettre p se trouve renfermé entre les limites — rt, 

— Suivant cet auteur, dont les intéressantes recherches ont été déjà 

mentionnées dans le tome III [page 287], on devrait prendre pour valeur 
de P dans la formule (6) un angle qui, toujours inférieur à la limite 

J •+- r: , ne s’abaissàt jamais au-dessous de la limite ^ — t:. Ajoutons que 

M. Bjürling a donné à la fonction l(z) ou L(z) le nom de logarithme 
principal. Nous conserverons ce nom; mais nous substituerons aux défini- 
tions données par M. Bjorling celles que fournissent les formules (6)et (10), 
quand ou attribue à l’argumeut p une valeur rnimérique inférieure ou 
tout au plus égale à n. Il en résultera que les logarithmes principaux de 
deux quantités géométriques conjuguées seront encore deux quantités 
géométriques conjuguées. 

Les deux fonctions de z, représentées par l(z) et L(z), jouissent, quand 
s se réduit à un nombre, de propriétés connues. Ces propriétés ne sub- 
sistent jiliis que sous certaines conditions, quand z est ou une quantité 
négative ou une quantité géométrique. 

Ainsi, par exemple, si dans les équations 

(> 4 ) l(/r') = l(r)-t- l(r'), 

(a 5 ) L(rr')=L(r)-*-L(r'), 

qui se vérifient généralement quand r, r' sont deux nombres quelconques, 
on remplace ces nombres par deux quantités géométriques z , z', on ob- 
lieiidru les deux formules 

(a 6 ) l(zz') = l(z) -t- l(z'), 

(>7) L(zz') =L(z) -I-L(a'), 

qui ne seront pas toujours exactes. Si, pour fixer les iilées, ou siip|iose 
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cliacim «les arguments p, pf étant compris entre les limites — * , -t- n ; les 
formules (a6), (17), dont la première jointe à l’équation (a 3 ) entraîne la 
seconde, subsisteront quand la somme p p' sera comprise elle-même 
entre les limites — ?t, + Ji. Mais comme, pour réduire la somme p -h p' » 
une quantité dont la valeur numérique ne surpasse pas le nombre a, on 
se verra obligé de faire croître ou décroître cette somme du [nombre a a, 
si elle est inférieure à — n, ou supérieure à n, on devra, eu égard à 
l'équation (6), remplacer l’équation (a6) par la formule 

(a8) l(ii') = I (s) -t- l(z') -+- ajîi, 

si la somme p + p' est comprise entre les limites — tr, — an, et par la 
formule 

(ay) . I{az') = l(î) -f- l(z') — ani, 

SI la somme p p' est comprise entre les limites n , an. 

Dans le cas particulier ou i' se réduit à — 1 , on a simplement 


\lors aussi , à la place de la formule (a8) ou (ay), on obtiendra l’équation 
j 3 o) l(- 2)= 1(2) - ni, 

si l’argument p de z est compris entre les limites o, n, et l’équanon 
■fl) l(— z) = 1(2) -I- ni, 

SI P est compris entre les limites o, — n. 

Si 2, z' sont deux quantités géométriques conjuguées, les arguments p, 
p, réduits à des arcs renfermés entre les limites — n, -t-n, seront né- 
cessairement égaux au signe près, mais affectés de signes contraires. On 
aura donc alors 

p + p' = o\ 

et , comme ou aura aussi 

r' = r, 22 = r, r_, = r*, 
l'équation (a6) donnera 

(3 a) l(2)-t-l(2') = l(r*)=al(r). 
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Sur les puissances ou exponentielles dont les exposants et les bases 
sont des quantités géométriques. 


Soient 2 et U deux quantités constuiUes uu variables. Si ces quantités 
sont algébriques et positives, ou, en d'autres termes, si elles se réduisent à 
lies nombres, on aura identiquement 

(i) z = e'“'; 

et, en élevant les deux membres de l’équation (i) à la puissance du degié u, 
on trouvera 

(a) = 

O'ailleui-s, pour que l'équation (a) s'étende au cas où z et u sont des 
quantités géométriques, il suffit d'admettre que, dans ce dernier cas, on 
se sert de cette équation même pour définir généralement la puissance ou 
exponentielle z" dont la base z, et \’ exposant u. C'est ce que nou.s 
ferons désormais. Nous obtiendrons ainsi une définition de z“ qui com- 
prendra évidemment comme cas particulier, non-seulement la définition 
précédemment donnée [page a4a] d'une exponentielle dont la base A est 
un nombre quelconque, mais aussi la définition donnée [page i63j d'une 
puissance entière d'une quantité géométrique. Effectivement, si la quantité 
géométrique u se réduit à un nombre entier n, et si d'ailleurs on pose 

P étant compris entre les limites — n, -I- tr, l’équation (a) réduite à la 
suivante 

z- = e«"*>, 

et combinée avec la formule 

l{z)= l(r)-l-pi, 

donnera 

(3) J» _ e»i(r>-sei. 
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n'ailleiirs, eu égard à la formule (i) de la page 3'*''^ 

gMv)*nn _ g.itn gnpi _ ^ _ (r").,. 

Donc rérpiatiou (3) donnera simplement 
f>u« ce qui revient au même, 

(4) W- = (r")„. 

Or celte dernière formule coïncide avec l’équation ( 7 ) de la page i43, 
c’est-à-dire avec la formule à laquelle on est conduit lorsqu'on étend la 
définilion généralement admise de la n'*"' puissance d’une quantité au cas 
meme où celte quantité cesse d’être algébrique, en considérant une telle 
puissance comme le produit de n facteurs égaux entre eux. 

Si , dans l’équation ( 1 ), la quantité géométrique z s’évanouit avec son 
module r, alors, la partie algébrique l(r) de l{a) étant réduite à — oc , 
la valeur de 1 “ sera nulle si la partie algébrique de u est positive, et in- 
linie si la partie algébrique de u est négative. 

Si la quantité géométrique z se réduit à la quantité algébrique et néga- 
tive — r, alors, comme il a été ilit à la page aSo, on pourra prendre pour 
valeur de z l’une ou l’autre des deux expressions 

l(r) t:i, l(r) — ni, 

Pt l’équation (a) fournira pour valeur correspondante de 

(- 0 " 

l’un ou l’autre des produits 

Il y a plus; ou sera naturellement conduit à la formule 

(5) (-,)«= i„r«, 

si la quantité — r entre dans le calcul comme limite d'une variable dans 
laquelle le coefficient de i se réduit à une quantité positive infiniment 
petite. On sera , au contraire , naturellement conduit à la formule 

(6) (— r)“= 

si la quantité — r est la limite d’une variable dans laquelle le coelïicient 
de i se réduit à une quantité négative infiniment petite. Ainsi , en délint- 
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tive , il parait convenable de ne point s'arrêter à priori à l'une, des for- 
mules ( 5 ), (6) plutôt qu’à l’autre, et de laisser le calculateur libre de se 
déterminer dans le choix qu’il fera de l'une ou de l’autre par des consi- 
dérations puisées dans la nature même de la qurslion qu’il s’agira de 
fésoudre. 

En réunissant dans une seule formule les équations ( 5 ) et (6), ou aura 

Si l'on pose en particulier r= i, la fonnule (7) iloiiiieia 

( 8 ) (-•)“=>*,.• 

Par suite, la formule (7) entraînera la suivante , 

(9) {-r)“ = (- il“r‘, 

qui peut être substitua à chacune des équations ( 5 ) et (6). 

Si l’on pose 



la formule (8) donnera 

X 

|lo) (— Il = ± 1 . 

X 

Ainsi, eu égard aux conventions admises, la notation ( — 1) ou y'— 1 ne 
doit pas être uniquement employée pour représenter la quantité' 'géomé- 
trique 

' ^ i 8=5 

“It î 

On peut aussi se servir de cette notation pour représenter la limite — i 
lers laquelle converge l’expression 



cpiaiid E, étant )iositif, s'approche indéiiuuueiit de oiru. 

Observons maintenant que, si l’on pose comme ci-dessus 

ï = r,, 

l’argument p étant compris entre les limites — a, -t- ir, ou tirera géné- 
ralement de I éipiation (a), combinée avec la formule 

l(z) = l(r)-t-/Ji, 

it'Am. et a* es math., T. tV, (44* llTr.) 33 
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Ml ave«- i'équatioii (i) (ie la pag« >43» 

z" = 

par coiiséqueDl 

( 11 ) z" = r" fi"'’*. 

Ij« roriiiule (i i) jjourrait servir aussi bien que la formule (a) à définir la 
fonction de z et u, représentée par la notation z". 

1^1 fonction de z et de «, représentée par z“, jouit , quand z ou u se 
réduit à un nombre, de propriétés connues. Parmi ces propriétés, quel- 
ques-unes continuent de subsister généralement, d’autres ne snbsisleni 
plus que sous certaines conditions, quand z et u sont deux quantités 
géométriques. 

\insi, par exemple, eu egard à réqiiatioii (a), la formule 

la) z“z“=z“-^*’ 

subsistera généralement pour des valeurs quelconques des quantités géo- 
métriques u, u‘, non-seulement quand z sera lui nombio, mais encore 
quand z sera une quantité géométrique quelconque. 

Au contraire, si clans réquation 

(i3) (rr')“ = r" r'" , 

qui se vérifie généralement quand r, r' sont deux nombres quelconques , 
on remplace ces uombrc?s par des quantités géométriques z, z', on ob- 
tiendra la formule 

i4) (zz')“ = z“z'“ 

ipii ne sera pas toujours exacte. Enéctivement , on aura, en vertu de 
l'équation (a), 

(zz')“ = 

z“z'“ = =: g«it:*)»i(i')i 

Par suite l’équation (l'i) subsistera sous la même condition que la for- 
mule (a6) de l'article précédent, c’est-à-dire dans le cas où les arguments 
p, p' de z et de z', supposés tous deux compris entre les limites — n, -t- tt, 
fourniront une somme p -h p' comprise entre les memes limites. Ixirsque 
cette condition ne sera pas remplie, alors, en vertu de la formule (a8) ou 
(ag) de l’article précédent, jointe à l’équation 

— I 

C — tpi 
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(i 5 ) (zs')* = l„. 

.SI la sntniue p -*• p ‘*st compri.se entre les limites — )t, — ait, et 
l(i) {IZ')“ r= 

SI la somme p ■+■ p' est comprise entre les limites it, ait. 

•Si l'on désigne par z' la quantité géométrique conjuguée à z, et par u' la 
ipiantité géométrique conjuguée à u, alors, en vertu des notations admises, 
aux trois quantités géométriques 

l(z), = z" 

corre.s|)oiidrant les quantités géométriques conjugurés 

I (z'), «'I z'), =: z'"'. 

Donc 

* 1 * 


serxMil deux quantités géométriques coiijugurés. 

l.'i'quation (a) est précisément celle à l’aide de laquelle M. Hjürling .1 
délini la fonction z“. Mais, en vertu des conventions adojitées par cet 
auteur, p serait, dans l'équation (11), lui angle qui, toujours infériciu' a 


la limite '•* s'abaisserait jamais au-dessous de la limite ^ — ir. 

I) ailleurs, M. lijorliiig a donné à l’expression z" le nom de puissance prin- 
cipale i\\i degré u. Nous conserverons ce nom, mais nous attribuerons a 
rargumeiit p de z, mis en évidence dans l’équation (1 ij, une valeur nu- 
mérique inférieure ou tout au plus égale à it. Il en résultera qu'en élevant 
deux quantités géométriques conjuguées à des puissances indiquées (lar des 
exposants conjugués, on obtiendra encore, pour piiis.sances principales,' 
des quantités géométriques conjuguées. 


33 .. 
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Sur les urguments de deu.f f/uaijtités géométrùfues dont Ut somme 
ou le produit est une quantité algébrique positive. 


§ I*'. — Sur tfi atgumrnis dr drux tfuantUét gvométriqurs dont la sommt est algébrique 

et ftositiee. 

Considérons deux qti.intiti'S géométriques dont la somme soil algél>ri<|iie 
et posifixe. Soient d'ailleurs c la demi-somme, et 


la deini-<lilïéreiice de ces deux quantités géométriques. lUles seront re|iré- 
,senl<'>es par les biiiftines 

c -t- Z , c — 2 ; 

et SI l'on nomme p, p' leurs modides, ct, a' leurs arguments, que nous 
supposerons tous deux compris entre les limites — ir, on aura 


(-) 

par conséquent 
(■^) 


Po — c -t- 2 — f -I- r^, 
pV= C — 2 = c — Tp, 


P cos VS = C + r cos p, p sin u — r soi p, 

p' coso' = c — r cos p, p' sin a' = r sin p. 

On aura donc, d'une part, 

(3) p cos O = c -H r cosp, p'coso' = c — /cos/>; 

et, d’autre part, 

(.'j) p sin O = — p' sin u' = r sin p. 

Observons maintenant qu’en vertu des formules (3) cosn, coso' seront 
positifs, si le module r de z est inférieur à la constante positive c. Donc 

alors, chacun des arguments o, o' étant compris entre les limites — ^ > -» 
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a — o', B + B>' 

oH'rira une valeur numérique inférieure à n. J’ajoute que cette cuinlusiuii 
subsistera encore si le module /• de z devient égal ou supérieur à ruiiité. 
(;'est en effet ce que l'on prouve aisément comme il suit. 

D'abord il i-ésulte de l’équation que sin b , sina' sont des tpian- 
tités affectées de signes contraires. Par suite, il eu ser.i tle même des argu- 
ments B, b', dont le plus grand offrira une valeur numérique égale à celle 
de la somme b -t- b'. Donc cette somme sera, comme ebacim d’eux, ren- 
lerniée entre les limites — re, -t- n. 

De plus, si le module r, suppos<- d’aijord inférieur à runité, vient à 
croître indéfiniment, mais par degiV's insensibles, les angles b, b'', dont 
les valeurs sont afi'ectt'ies de signes contraires, et la différence 

équivalente, au signe pivs, a la somme des valeurs numériques de s et b', 
varieront évidemment par degrés insensibles, jiistpi’aii moment ou J'on 
aura , s’il est possible , 

s — b' = i: rt, 

par cotiséqiieiil 

O = GT 7T. 

Mais, dans ce dernier cas, on trouverait 

sin b' = — sin B, coss'= — cosb; 

jT», lis -s'i' r 

et la formule (4) donnerait 

P' = P- 

Par suite, on tirerait des formules (3) 

P cos B — /• eos P = c = — c. 

(ictte derniere équation ne pouvant se vérifier que dans le cas ou c serait 
nul, nous devons conclure que, dans le cas où c est positif, les arguiiieiils 
B, b' et leur différence b — b' varieront pour des valeurs croissantes de r. 
|>ar degi'és insensibles, sans que Jamais la valeur numérique de b — b' 
puisse atteindre la limite ît, qui surpasse cette valeur numérique quand 
on a r < c. On |>eut donc énoncer la proposition suivante : 
i” Théorème. Etant données deux quantités géométriques 

c -t- Z, c — Z 
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floiil la soniine est une quantité algébrique et positive ic, concevons 
que l’on w'iiuise les arguments o, o' île ces <leux quantités géométriques 
a (les angles renfermés entre les limites — tt. n. les angles 

O -t- o', a — a' 

semnt eiix-mémes renfei-nus entre les limites — n, -t- rt. 

Il est bon il’observer qu’on peut encore arriver très-simplement au Ibéo- 
reme premier à l’aide de considérations géométriques. En effet , construi- 
sons les trois points 

A, B, C 

dont les affixes sont respectivement 

Z, — Z, c. 

le point C sera situé sur l’axe |)olaire, et le pôle O sera le milieu de la 
droite .AB. D’ailleui-s, on pouna supposer que des deux quantités géomé- 
triques 

Z, — Zf 

la première est celle dans laquelle le coefficient de i est positif, (’elte hypi>- 
Ihèse (•tant admise, les arguments et, — ta' seront positifs et représen- 
teront les angles formt's par les droites BC, .AC avec l’axe polaire OC, c’est- 
a-dire, en d’autres termes, les angles BCO, ACO. Donc la somme ta — ta' 
des deux arguments ta, — ta' repn'-sentera l’angle BCA du triiuigle qui a 
pour sommets les trois points .A, B, C. Donc cette somme sera un angle 
positif inférieur à it, et l'on pourra en dire autant , à fortiori, de la valeur 
ntiniérique de l’angle c -4- sé, équivalent , au signe prés, à la différence 
des arguments ®, — a'. 

Du tliéon'me premier, joint aux princi|)es établis dans les deux articles 
précédents, on déduit encore les propositions suivantes ; 
a' Théorème. Étant données deux quantités géométriques 

c -I- Z, c — Z 

dont la somme est une quantité algébrique et positive a c, l’addition ou la 
soustraction de leurs logaritlimes principaux, pris dans un système quel- 
l ouque, donnera pour résultat le logarithme principal du produit ou du 
i|Uotient de ces deux quantités géométriques. 

V l'héorème. Étant données deux quantités géométriques 

C + V Z 
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dont la somme est une quantité algébrique et positive a c, la multiplication 
ou la division de leurs puissances principales d'un degré quelconque u don- 
nera pour résultat les puissances princi])ules et semblables du produit ou 
du quotient de ces deux quantités géométriques. 

Kn vertu du tbéoreiue a, et en désignant à l’aide de la lettre caractéris- 
tique I un logaritbme népérien, on aura non-seulement 

(5) I (f î) -t- I (c — î) = I (c* — i’ ). 
mais encore 

(6) I (c -e î) _ 1 (c — z) = I 
On trouvera, |>ar exemple, en posant c = t, 

(7) I (t -I- z) -t- l(i — z) = l(i — z’), 
et 

(8) I = 


Kii ve,rtu du tliéoréme a, et eu désignant par u une quantité géométrique 
quelconque, on aura non-seidement 


(c -t- zf (c - z)* = (c* - z’)“, 




(9l 

mais encore 

(10) 

On trouv^a, par exemple, en posant c = i , 

(11) (n-,)-(,_x)--(t_x*r 

et 

I -r * 




(ta) 


(■ »)‘ _ ; ■ 1 - ^ i 


Si l’on pose, en particulier, u= les formules ( 9 ) et ( 10 ) donneront 


(i3) 

('4) 


(V-t-z)’ (c - Z)’ = (c* 
(r+ »)* _ ( « + ' 




L = 

I \ C — »/ 
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§ II. — > .SMr les arguments de deux guantitet géomèthguei dont le f*rodua &it 
algébrique et positif. 


C.onsidt'roiis deux quantités géométriques 

ï = , e ^ r p. 

dont le produit se réduise à une constante algébrique et positive c. On aura 

/T' = i^rr'; 

et, par suite, l'éq nation 

rr' = c 

donnera 


(i; rr'^c. (a) i,^y = o. 

Si d'ailleurs, comme on peut généralement le supposer, chacun des ar- 
guments p, ff est renterraé entre les limites — ti, -+- tt, la somme p -i- p> 
offrira une valeur numérique inférieure on tout au plus égale à atr; et 
même cette valeur numérique ne pourra s'élever jusqu’à la limite a r. que 
dans le cas mi, s, ï* étant réduits à des quantités négatives — r, — on 
.iiirait 


et, par suite, 


p = ± n, pf = ±. Tf. 


('.e cas excepté, l'équation (a) entraînera généralement la suivante ; 
('^) p -y- p' = O ou pf = — p, 

de sorte que p, p seront des angles égaux, au signe prés. 

■Si l'une des quantités géométriques 

Z, z" 


offre pour partie algébrique une quantité positive, alors des arguments p, 
p , riiii sera compris entre les limites — et l’autre, en vertu de l'éqiia- 
tioii ('V|, devra jouir encore de la même propriété. Donc alors la différence 

P -P' 

sera comprise entre les limites — n, -t- s. De cette remarque, jointe aux 
principes établis dans les deux articles précéxlents. on dé'diiit immédiate- 
ment les propositions suivantes ; 
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1*' Théorème. Soieut a, z' deux qiiaiitités géoniélriques dont le produit 
se réduise à une quantité algébrique et positive c. Si Ttine des quantités a, 
i offre jine partie algébrique positive, la différence de leurs logarithmes 
principaux, jiris dans un système quelconque, sera le logarithme prin- 
cipal du rapport de l'une à l’autre, en sorte qu’on aura 

f/,) l(a)-l(a') = l (i). 

a' Théorème. Soient z, i deux quantités géométriques dont le produit 
se ri'-duise à une quantité algébrique et positive c. Si l’une des quantités a, 
a' offre une partie algébritjuc |Kisitive, le rapport de leurs puissances prin- 
cipales d’un degré quelconque n sera la puissance principale et semblable 
du rapport de ces deux quantités géométriques, en sorte qu'on aura 



■•e ■ ’ 
-■ .-■i'*- 




• A -'■* 
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Sur l'argument principal d'une quantité géométrique. Formules 
diverses servant à exprimer l'argument principal d'une quantité 
géométrique en fonction de la partie algébrique et du roejjîcient 
de i. 


Soit 

(i) r = r, 

une quantité géométrique, <itii ait pour module le iioiubre r, et pour ar- 
l^umenl l’angle p. Si cet angle est, comme on jieiit toujours le supyioser, 
renfermé eaitre les limites — Jt, rr, il deviendra ce que nous appellerons 
Vargument principal de la quantité géométrique s. Si s se ivdiiisail à une 
quantité algébrique négative, en sorte qu’on eût 

Z — — r, 

rargument principal p j)ouiTait être censi! atteindre ou la limite inférieur»- 
— îi, ou la limite siqiérieure r, suivant que l’on considérerait — »• comme 
la limite vers laquelle convergerait, pour des valevirs infiniment petites du 
nombre t, ou la première ou la secomle des deux quantit»'*s géométriques 

— r— ei, — r-f-ti. 

Concevons maintenant que, dans la quantité gé-ométrique z, on désigne 
la partie algébrique par x et le coeflicient de i par f. On aura 

(•a) z = x+jr\, 

et, en t'-galaiit l’une à l’auti-e li>s valeui-s de z données par les formules (i), 
(i), on trouvera 

x-+-/i = r,= i,r = r( cos p 4- i sin p), 

par coust^qnenl , 

(3) x = rcosp, J' = rsin p. 
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Des équations (3) jointes aux formules 

cos ’ P sin’ p= i, 

^ C coi P 


on tire, en premier lieu, 
cl, par suite, 

(4) 


x’ -I-/’ = /•’, 
r= (a* 


en second lieu , 

(5) coip—^t sinp=^> 


la saleur de r étant donnée par l'équation (4), et 

(6) tangp=i- 
Knrin, comme on a 

cot P = — — > 
tungp 

séc P = —^1 coséc P = -r! — > 

' cos P ' SID P 

on trouvera encore 

( 7 ) cotp=i, 

r r -"«Si’*- •:*••• 

(tj) sccp = -> coséc P = J- 

I>es équations (5), (6), (j), (8) subsistent pour toutes les valeurs qua 
peut acquérir l’argument p de la quantité géométrique 

s = x -t- ji. 

On peut d'ailleurs de ces mêmes équations déduire des loriiudes diverses 
dont chacune détermine non plus l'iiue quelconque de ces valeure de p, 
mais l'argument principal de z, en fonction des deux quantités algé- 
briques X, J". 

En effet, conservons les notations adoptées dans uion Analjie algé- 
brique, et admettons, eu conséquence, que, x étant une quantité algé- 
brique, l’on désigne par la notation 

arc sin x, ou arc coséc x, ou arc tang x, ou aïo cot x, 

34.. 
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l'arc qui, ayant x pour sinus, nu pour cosccanic, ou pour laugenle, on 
pour cotangeiile, est renferme entre les limites — la valeur numé- 

rique de X étant supposée inférieure à l'unité dans arc sin x, et supérieure 
à l'unité dans arc coséc x. Vdmettons. au contraire, <|ue l'on d('*signe par 
la notation 

arc cos X ou aix; séc x 


l'arc (pii, ayant x pour cosinus ou pour sécante, est renfermé eiitiv les 
limites o, s. Puisque cos p et sécp sont des fonctions paires de p, qu'on 
ii'altere point en changeant le signe de p, il est clair que, si p reprt'‘sente 
rargiiment piincipal de z compris entre les limites — jr, tr, on tirera de 
la première des formules (5), 

p = ± arc cos 

et de la premiéie des formules (8), 

/» = ± arc st‘c -• 

* J 


\|ontnns qu’eu vertu de la seconde des formules i 5), y sera positii ou 
négatif avec sin p, suivant que p sera compris entre les limites o, n ou 
O, — îi, c'est-à-dire, eu d’autres ternies, suivant que rargument principal p 
sera positif ou m'-gatif. I>onc, dans les deux ('‘quations que nous venons 
d'olitenir, le double signe devra être l'éduit au signe de la (piantité algé- 
briipie r; et l'argument principal p de la ipiantité géométrique 

r = X -t- i 


pourra étie di'terniiné, dans tous les ras, par l une (Quelconque des deux 
formules 


(p) 

(lo) 


P 


» .r 

air cos - » 

yy r 


f>= a 


iilf sec -I 


la valeur de /' étant doiiué-e en fonction de x et de par l'équation (4)- 

Il (’st bon d'observer (pi’en vertu de la formnle(q) nu (lo), l’argument * 

principal p offrira une valeur numériipie inféTieure ou siipf'rieure à sui- 
vant que la valeur de x sera |>ositive ou négative. Par suite, on tirera de li 


Digilized by Google 



( ^69 ) 


loriniile (6 i, si est poifttif, 

(lO /7 = arc tnng^t 

cl, si X est négatif, 

(ta) P = arc tang ^ ± tt, 

le signe :ii (levant être r«y uit an signe + ou au signe — , suivant ([ue^y sera 
positif on négatif. Ajoutons qu'un nombre qui sc réduit à zéro pour x > o, 
à runité pour x < o, peut être représenté par l'expression algébrique 



et (pi'en conséquence les équations(i i), (la) se trouvent toutes deux com- 
prises dans la forniule générale 



iùdiii, comme les arcs 


Y X .Y , r 

arctanc-» arccot-. arcsin-i arccoséc-i 

X r r r 


seront égaux, aux signes prés, les signes des deux premiers étant sein- 
blaldes ou contraiies aux signes des deux derniers, suivant que la valeur 
de .r sera jiositive ou négative, on aura identiquement 


arc tana - = arc col - = -= 
^ T y 


arc siii - = arc coséc 
e yt? y 


et, par suite, on pourra substituer à l'équation (i3) rnne quelconque des 
formules 


(>4) 

(.5) 

(i6i 


.X y / -r \ 

P = arc cot - 4- - I I — - 7 = 1 1 

I' r «V/’V v^/ 

P = arc sin <. -f- - -4= ( i = \ > 

'fi' ^ ^ fi \ fi’ J 

^ fi’ ^'ifp\ fi') 


M'tant toujours déterminé, en fonction de x et de_^, par l'équation (4). 

la-s formules (i3), (i4)et celles qn'on (détient en substituant, dans les 
formules (g), (lo), (i5) et (i6), la valeur de r donnée par l'i'-qiiation (4), 
ne sont pas les seules qui servent à exprimer l'argument principal p de la 
(piantité géométrique z = x-t-^i, en fonction des quantités algébriques x,/. 
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t )n ppui piicoi’p, apres avoir reluit l'équalion 
(17', X -i-jri= i^r= re*' 


a la forme 

(i8) 


pp> 


X +jri 

— ) 


en (lé<liiirc imméiliatement la valeur cherchée dcp, en prenani les loga- 
rilhines principaux des deux membres. On tinuve ainsi , en nommant p 
rarginiieut principal de z, 


pi = \ 



et , par suite, 



ou, ce qui revient au même, 


(an) 


P- 


Ifj-t-.ri) — IQ) 


la valeur de r élaiil donnée, en fonction de x et jr, par réqualiuii (4). 
D’ailleurs, si k la quantité géométrique x-hjri on substitue la quantité 
conjuguée x — j’i, l’arguracnt p changera de signe, et, à la place des équa- 
tions (17), (18), (tq), (ao), un obtiendra les suivantes : 


(ai) 

X — _ 7 'i = i_f r = re~‘‘\ 

(aa.; 

r 

(a3) 

I 1 X— /i 

“ i r ’ 

('^4) 

l(x — ril — If/* j 

P= ■; 


Enliu, des fonnules (ao), (a4)i combinées entre elles par voie d'addition, 
l’on tirera 




l(j-»-7ii — l(x — 


et, par consétpienl, 

(, 5 ) 


P = 


l(x+.ri) — 

2 i 


-ri) 


.Si l'on égale entre elles les deux valeurs de l’argument principal p four- 
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ni 4 *s par lt*s équations (i3) et (a5), on trouvera 


t c'- , y I (-*^ ■+* ~ J'*) ^ y 

(ab) arc 


-^^(.- 4 =V 

2 vy\ V*',/ 


Si, dans ccUe dernière équation, l’on i-einplace x par i et y par x. on 
olilieiidra la formule 


(»7) 


l(H-jri) — 1(1 — j-i) 
arc tang x = — r-^ -i 


cpie l'on |Miiirra encor*- *'crire comme il suit : 

/J . I , n- xi , 

( ^ ~ ïT ’i'~ xi ' 

Remarquons en outre que, si, dans réquation 

(aq) I {2) =!(/•) + pi 

on sid)stitue les valeurs de * , ret p données par les formules (i), ( 4 ) et ( 9 ), 
on trouvci-a 


(3o) 


1 +,r ') = 5 1 (*■’ +y) + i jÿ, -J= 






‘'W>£ur- Il 
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•Sur les valeurs générales des expressions 
sinz, cosz, si-c», coséci i»ng», cot». 


D'aprcs cc qui a été dit à la page a/| 5 , si l’on désigne par z une quan- 
tité algébrique positive ou négative, on aura 

(t'i e'*= coss -I- isirii. 

Si, dans la forniule (i) on remplace 2 par — a, on trouvera 
(a) c“'' = cos; — isina; 

et l’on tirera iminédiatenient des formules (i) et (a) 

c*' — c-‘‘ 

( 3 ) cos 2 = 1 sin 2 = : 

' ' a ai 

Ou aura d'ailleurs 
{/,) séc2= ' 

ei 

/ »• \ . S'” * 

(5) * = XTT. 


, cosec 2=-^: < 

cos Z su < 


cos Z 

cot Z = 

sin Z 


formules ( 3 ), ( 4 ) et ( 5 ) fournissent un moyen très-simple de fixer le 
sens qu’on doit attacher aux expressions 

sin 2, cos 2, séc 2, cosi‘‘c z, tang 2, eut 2, 

dans le cas où z cesse d’étre une quantité algébrique. Kn effet, les valeurs 
de ces expressions poummt toujours être facilement obtenues, si l’on 
convient d’étendre les formules dont il s’agit au cas où 2 se transforme en 
une (piaiitité géométrique quelconque. Cette convention, que nous adop- 
terons ilésorm a is, permettra d’exprimer les xaleurs cherehws en exponen- 
tielles népériennes que l’on calculera sans peine à l’aide des formules (6) 
et (9) des pages 2.j5 et a/|6. 
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Il est lion «l'oljserver (ju’en vertu des l'ormides (3), (4), (5), 


ros a, séc s 


seront des fonctions paires de a, c'est-à-dire des fonctions qui ne seront 
pas altérées quand i sera remplacé par — z, et qu'au contraire 

sin Z, coséc z, tang a, cot a 

seront des fonctions impaires de a, c'est-à-dire des lonctiims de a qui 
cliangeront de signe avec a; en sorte qu'on aura 

( 6 ) cos (— a) = cos a, séc ( — a) ^ s«s; a, 

et 


I sin ( — a) = — siiia, coséc ( — a) = — cttséca, 
t tang( — a) — tanga, cot(— a) = — cot a. 


Si dans les équations ( 3) on pose 

a = x-+-j^i, 


alors, en avant égard aus formules 

e'* = = e~t’ (cos X -l- i sin x), 

e~“=z fit" (cos X — isin x), 

on trouvera 


(S) 


ef^e^7 .er^e^f . 

COS Z =: COS X — I sm X, 

a a ’ 

. et t'“f 

siii Z sz sm X -h I cos X. 

a 2 


Ces dernières furmnics mettent en évideiwe, dans cos a cl siti a, la partie 
algébrique et le coefficient de i. læs formules qui joueront le même rôle 
relativement aux fonctions 


séc a, cosé<- a, tanga, cot a, 

SP déduiront immédiatement des équations (4) et (5) jointes aux for- 
mules (8). 

Soit maintenant a' la quantité géométrique conjuguée à z, en sorte qu on 
ait 

a' = x — /i. 


Pour obtenir les valeurs des expressions 

sin a', cos a’, 

Er d ân. et de «miA., T. IV. ^ 45* U»r ) 
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il siiftiru (le changer, dans les seconds membres des formides (8), le signe 
de jy on, ce qui revient an même, le signe de i. Donc les deux quantités 
géométriques 

sin ï', cos z‘ 

seront res|>ectivement conjuguées aux deux quantités gé’ométriques 

sin 2, cos 2; 

ce ()u’il était facile de prévoir, d'après la forme des équations ( 3 ), dont les 
seconds membres ne sont pas altérés, quand on y remplace i par — i. Par 
suite aussi, les qnantiti'-s gcmmétriqucs 

séc 2', coséc 2', tang z', cot z' 

seront, eu égard aux formules ( 4 ) et ( 5 ), resjtectivement conjuguées aux 
ipiantités que repré-senteront les expressions 

•st‘C 2, coséc r, tang 2, cot z. 

Kn joignant ;uix écpiations ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ) l'équation (i) de la page a 4 a, ou 
étendra sans peine un grand nombre de formules trigonométriques, re- 
latives à un ou à plusieurs arcs, au cas où ces arcs deviennent des 
quantit<=s géométriques; cl d’abord il <^t clair que, si, après avoir inulti- 
plm cbaquc membre par i dans la seconde des formules ( 3 ), on la combine 
avec la jjrcmièix? par voie d’addition on de soustraction, l’on retrouvera 
précisément les formules (i) et (a). Celles-ci devront d<mc être étendues 
au cas où z représente une quantité géométrique quelconque, et l’on pourra 
en dire autant de l'équation 

(9) cos’ 2 -H sin’ 2 = I , 

qui se déduit encore immédiatement des formules ( 3 ), ainsi que des for- 
innles (i) et (a) combinées entre elles par voie de multiplication. 

Ajoutons (]ue, si l'on divise par cos’a ou par sin’ 2 les deux membres 
de la formule (9), on en tirera généralement, en égard aux fonnulcs (4) 


et ( 3 ), 



(10) 

séc’2 = I 

-H tang’ 2 

et 



(>•) 

coséc’ 2 = 

1 -t- cot’ 2, 


Observons maintenant que, si l’on désigne par k une quantité entière 
quelconque positive, nulle ou négative, les diverses valeurs du produit 
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aAïTi seront, en vertu de la remarque faite à la page a49> divers loga- 
rithmes népériens de l’unité. On aura donc 

(la) 

En combinant cette dernière équation, que fournit aussi la formule (6) de 
la page a.-jS, avec la formtde ^)’dela page a4a, on trouvera 

(i3) 

puis, en rempla^'ant z par — 2, et K par — k. 


e ' = c 


•i4) 

f>la |X)sé, les formules ( 3 ) donneront 

fi 5 ) cos(2 -V- a A'tt) = cos 2, sin(2 -f- aXa) = sinz; 

et, par suite, on tirera encore des formules ^4 )> ( 5 ), 

(16) séc(z -t- aXit) = sécî, coséc(2 -t- a Xa) = cosécz, 

(17) tang(z -t- a Xr) = tangz, cot(z -t- aX?:) = cotz. 

Donc une des propriétés les plus remarquables des ligues trigonoméiriques 
sin Z, cosz, sécz, cosécz, taiigz, cnt z, 

f 

celle qui consiste en ce que chacune de ces lignes demeure invariable quand 
on fait croître ou décroître l’arc 2 d’un multiple de la circonférence a r, 
s’étend au cas où cet arc se transforme en une quantité géométrique quel- 
comyi^. f 

Si à’un multiple de la circonférence an on substitue fin multiple impair 
de la demi-circonférence Jt, l’arc représenté, au signe prés, par un tel 
multiple pourra être supposé de la forme . 

(aX-t-i)r, 

X désigne toujours une quantité entière positive, nulle ou négative. D’ail- 
leurs, en vertu de la formule (6) de la page a 45 , on aura 

(18) - I, 

et, par suite, eu égard à la formule (i) de la page a4a. 


(■ 9 ) 


I, _ _ 
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Ola pos<-. l<*s forimiles (3^ donncmm 

(ao) cosfz 4 - (2 4 : + t)i:] = cosz, siu [i 4- (a A" -t- il ft] = — sin r, 
et l'on tinra des formules (/j), ( 5 ), 

(ai) sitjz (aA' 4- l)it] = — sécr, cos«;<'[z 4 - (aA 4 - i)«J = — eosée z, 
(la) lang(2 4-(aA4- i)ff]= tanga, rot [z 4 - (2 A 4- 1 ) rt] = cot i. 


Il est bon d'observer qu'en vertu des équations ( 1 5 ) et ( 16 ) jointes aux 
étpialions (ao) et (al), on aura généralement 

(a 3 ) C(A(i 4 - As) = (— 1)* cosz, sin(; 4- As) = (— 1)* sni r, 

(a/j) cosi'C (: 4 - A'.t) = ( — i)*s«*cz, cosi'e(z -t- As) = (— 1 )* secs, 


A désignant une quantité entière quelconque positive, nulle ou négative. 
.\n contraire, en vertu des formules (17) jointes aux formules (aa , on aura 

(a 5 ) tang (z + As) = tang z, cot(z 4- A s) = cotz. 


Ainsi les Ibrmules qui expriiuenf cpie la tangente et la colangente d un arc 
ne varient pas, quand on fait croître ou décroître cet arc d'un multîple de 
la demi-circonférence s, s'étendent au cas où ce même arc se transforme 
en une quantité géométrique: 

On [veut généraliser de la même manière les relations qui existent entre 
les lignes trigonométriques de deux arcs ilont l'un est le complément ou le 
supplément /le l'autre.- 

On dit que de deux arcs 2, 2', l'un est le compldmcnt de l'autre, lorsque 
ces arcs satisfont 4 la condition 


( ’ab) s 4“ z' =: — • 

• I ’ 

l'.n supposant cette délinition étendue au cas même où les ares se transfor- 
ment en cpiantilé-s géométriques, on obtiendra toujours pour complément 

de l'are z l'arc - — z; et, comme la formule ^6) de la page a 45 donnera 


(>7) 


e =1, 


un tirera de la formule (1) de la, tiage a4a 


(a«i 



« 
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et des formules (3) 

(sfl) cos^^ — = sinz, sin ( ^ = cos 

Par suite aussi, l’on tirera des formules (4 i 


(3o) 




COSt»!’ S, 


et dès romuiles (5) 

(3i) tang^î- = cots. 

Kn r»-iivei'saiit la dernière des formules (a»)) et les forimih’s ^3o], (3i). on 
obtient les suivantes : 


(3a) cosi =1 sin coséc s = si-c — i ) . cot z = tang (^ — aj- 

(',elles-ci pourraient être considérées t:omme un moyen de délinir générale- 
ment les trois ligneifl^igonométriques 

cos a, coséc r, cota. 

Klles montrent que le cosinus, la cosecante et la colangenle de l'arc a sont 
toujours le sinus, la sécante et la tangente du conqilénieut de cet arc. 

I )n dit que de deux arcs a, a', l'un est le supplément de l’autre, lorsque 
ces arcs satisfont à la condition 


(33) a -t- a’ = ;:. 

Kn supposant cette définition étendue au cas même oii les arcs se trans- 
forment en quantités géoiuéliiqucs, on obtiendra toujours, pour supplé- 
ment de l’arc a, l’arc it — a. D’ailleurs, si l’on pose k = t, dans les for- 
mules (a3), (a4), (a5), et si, en même temps, on y remplace a par — a. 


on tirera tle 

ces formules jointes aux 

équations ( 6 ), ( 7 ), 

34) 

cos (r — a) = — cos a. 

sin (tr — a) = sin a, 

(37) 

séc (c — a) = — sec a, 

cost'cjt: — a) = coséc a, 

(36) 

tang(t: — i) = — tanga 

, cot(jT — a) = cota. 


Il résulte en particulier de ces formules que le sinus et la cosécanle ne va- 
rient pas quand on remplace un arc |>ar son supplément. 

.Supposons maintenant que a, a' soient deux quantités géométriques 
qiielcoiwjues. On tirera des équations (3), combinées avec la formule (i) 
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la [lagt* a^a, 

(^7) 


i cos A' Z ) — 
sin {z H- î') = 




.( I — — ti' — — 


et. par suite, eu égard aux équations (i) et (a), 

eos (i 4- z') = cos Z cos s' — sin z sin z', 
sin (î -I- ï') = sin s cos z’ ■+■ sin l'cos z. 


(38) 


Si, dans ces deriiién^j formules, on remplace z par — z, elles donneront 

cos (z — z') = cos z cos z' + sin z sin z', 
sin (z — z') = sin z cos z' — sin z' cos z. 

Donc les formules (6) et (7) de la |>age aai continuent de subsister datis le 
cas où l'on remplace les arcs p et // jxar deux quantités géométriques z 
et z'. O 

\jontons que des formules (.38) et (3f)) on tire non-seulement 



(■)o) 

mais aussi 

«I) 

,4i) 


tang(z z') 
tang(z - z') 


tang z + Ung s' 
i — tang 2 tang ‘ 
uns » — tang s' 

I 4- Ungi Uni;:' 


I COS (z 4- z') cos (z — z') = 2 COS Z COS z', 

cos(z — z') — cos (z -t- z') = a sin zsin z', 

I sin (z ■+■ z') 4 - sin (z — z') = asin zcosz', 

l sin (z 4 - z') — sin (z — z') = a cos z sin z'; 


puis, 

(43) 


'44) 


en renipliiçanl z et z' par * ■ • ^ ^ 

, * -f- *' 2 — 

COS z H- cos 2=2 COS COS » 

2 2 

. 5 2’ . S — 

COS Z — COS 2 = a sm — sm — i 

2 a 

I . . . 2 -4- s' 2—2' 

i SU) 2 -f- Sin z = a sm cos * 

I 2 2 

1 2 -t- 2' . 2 — 2* 

sui z — siii s = a COS sin 

2 "a 
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Remarquons encore que de la formule (i) de la- page a/|î on tire 
e'e*^ e* = e*'*'*^c* = e' ^ 

et généralement 

(/|5) e*e*'e*'... = 

quel que soit le nombre n des quantités géométriques i, s",.... Si, dans 
lequalioii (45), on suppose z— z' = z’ = ..., on trouvera 

(46) (e* /• — «"*■ 


On aura, par suite, 

(47) (e“)"=e'"', 


ou, ce qui revient au même, 

(cos s -t- i sin Z = cos nz -t- i sin nz , 

(cos Z — i sin 2 )" = cos na — i sin nz; 

et de ces deux dernières formules, combinées par voie d'addition et de 
soustraction, l’on conclura que les t^juations ( 10 ) de la page aai peuvent 
être étendues au cas où l’arc p se transforme en une quantité géomé- 
trique 2 . meme remarque s’appliquera aux équations ( 1 1 ), (la) de la 
page aaa et aux équations (56), (5j) de la page a3i. 
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Sur tes valeurs générales des expressions 

arcfaO{*z, arccotz, afcsins, arccosz, arc»^cs, arrro»**rs. 


§ l*". — Formules ijw Hèterminent cet xmleuri et les font HepenHrr des logarithmes 
principaux de certatnrs quantités géamétritjuet. 

I) apres ce qui a été dit dans l'asanl-demier article, si l'on d<^igne 
par Z une quantité positive ou négative, on aura 

(,) ,P, ,ang : = ^ 1 — , 

on, ce qui revient au même, eu égard à la formule (8) de la page ati'f, 

, , * l(i-t-Ji) — l(i — si) 

(a) arclaiigz = -i '■ 

!)«■ plus, tomme un arc, dont s serait la rotangenle, aurait pour tan- 
gente on trouvera encore généralement 

(3) arc cot Z — ait tang ~ 

Ajonlons que si z, offrant une valeur numérique inférieure à I uiiilé, re- 
présente le sinus d'un arc compris cuire les limites — cet arc aura 
pour cosinus la quantité positive v i — î*> et pour tangente le rapport 


On aura donc encore 


arc sin l = aie tang ■ 


Enfin, on aura évidemment, pour une valeur numérique de r inférieure 
à l’unité. 


arc cos z = arc sin z. 
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cl, pour une valeur numérique de z supérieure à l'iinité, ♦ 

(6) arc séc I = arc cos 

( 7 ) arc coséc z = arc sin j- 


Les lorimiles (i) ou (a), ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ), (6), ,^7) founiisseiit un moyeu 
ires-simple de fixer le sens qu’on doit attacher aux expressions 

arc tang z, arc cot z, arc sin z, arc cos 2, aix; séc 2, .arc coséc z. 


dans le cas où z cesse d'être une quantité algébrique. En effet, les valeurs 
de ces expressions pourront toujours être facilement obtenues si l’on con- 
vient d'étendre les formules dont il s’agit au cas où z se transforme en une 
quantité géométrique quelconque. Cette convenlioii, que nous adopterons 
désormais, permettra, eu égard à la formule (i), de réduire la détermina- 
tion ries valeurs cherchées à la détermination des logarithmes principaux 
de certaines quantités géométriques. Si l’on veut, en particulier, obtenir 
la valeur générale de arc sin z exprimée à l’aide d’un ou de plusieurs 
logarithmes principaux, il siifiira de joindre à la formule (1) la formule (4), 
de laquelle on tirera 


arc sin 2 = -i? 1 

il 

f 

ou, ce qui revient au meme, 



(») 


I a »* 

arc sin a = —s I 


r ■ — 


D’ailleurs, l’argument principal de 1 — z* étant compris entre les limites 
— -, ■+■ it, le radical — z* offrira un argument principal compris entre 
les limites — -, par conséquent, une partie algébrique positive; et, 

comme des deux quantités opposées 


H- £l. 


I une jouit nécessairement de la même propriété, on pourra encore en dire 
autant de Tune des deux quantités géométriques 

• . * 

, v'i — z’-i- 2 i, V I- 2*- zi, 

£x dÀM. tt ir Phr,. nuik .T IX . (4S' lii.! 
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<luiit le produit se réduit à la qiiaiililé positive i. Donc, en vertu du 
i" ihéorémc de la page a65, on aura 


1 



1 [ V I — + zi] — I [v I — z’ — zi ]• 


ajoutons que de celte tlernière formule, jointe a l'équation 
1 ( V I — z’ ri- Z i ] -< 1 1 \ I — Z* — zi I = o, 

«Il tirera 


il 

a 


VI — ï’ + li 
— — *i 


llv- 


i] = - I [\ 1-2»- zi]. 


Par conséquent, on pouna encore présenter l’équation (8) sous l’iine ou 
l'aulrc des deux formes 

, g) arc sin Z = T I I V I — Z* -I" Z 1 1 , 

• . • 

(lo) arc sin z = — r 1 [y i — z» — zi | . 


Il est bon de rappeler que le coefficient île i dans un logarithme niqie- 
rieii principal est toujours un argument compris entre les limites — s, 
-t- K. Cela posé, on conclura immédiatement des formules (i), (8), (4) 
et (7) que, dans la valeur générale de chacune des expressions 

arc tang s, arc cot z, arc sin z, arc coséc z, 

la partie algébrique sera toujours un arc renfermé entre les limites ~ ’ 

par conséquent, un arc dont le cosinus sera positif. On conclura, au con- 
traire, des formules (5) et (6) que, dans la valeur gi'mérale de chacune des 
expressions • 

arc cos z, are séc z, 

la partie algébrique sera toujours un arc renfermé entre les limites o, 
jwr consi'-quent, un arc dont le sinus sera positif. 


§ II. — Sur irs quantités géométriques 
ârctang2, arc cot s, arc sin s, arccoss, arc sec arc coséc s, 
ronsidérées comme fonetions inscrites, 

les définitions admises dans le paragraphe précédent sasisfont à une 
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l'omlilioii qu'il iin|><')nait de remplir, et réduisent les quantités géuniéiriques 
are lanf» 2 , arc eut r, arc sin 2 , arc cos 2 , arc séc 2 , arc coséc z 


à des Idnctions «le z inverses de celles qui ont été désignées sous les noms 
de tangente, cotangente, sinus, cosinus, sécante et cosécante, .\insi, par 
exemple, ou prouvera sans peine que la fonction «le a, représentée par la 
notation arc taiig z, est inverse de celle «pii a été nommée tangente, ou, 
en d’autres termes, que la fuiictioii arc taug z a pour tangente la variable z. 
On y parviendra en effet comme il suit : 
l’osons, pour abréger, 

’(l i Z = arc tang z. 


On aura encore, eu «‘gard à l’équation (i) du § 1", 


par conséquent 


et 

(a) 


z = 


A I 

a 1 


I .+■ ai 

I — si 


I H- 2 i 
I — J i 


i -t- I i 


Mais, «l’autre part, on aura, en vertu deséquations (3)de l’article précédent, 
eosA = — 1 sut Z = i » 


par conséquent 


in Z 1 — r 


••*'*6^ cosZ i 


Donc la foriiinle (a) donnera simplement 
(3J z=tangZ. 

Or, des formules (i) et (3), couipan^ l’qne à l’autre, il résulte qu’en vertu 
des définitions admises dans le § I'% la notation arc tang z satisfait à la 
condition qu’il c«mvenait de remplir, et représente une fonction inverse 
de la fonction tang z. , 

. Si à l’équation (i) on substituait la suivante 

(4) Z = arc cot 3, 


( »84 ) 

al<ii-s, eu égard à la formule ( 3 ) du § I", on aurait encore 

7 . = arc tang 

par cons(''quenl 

üin '£. I 


I „ üin Z I 


et 

( 5 ). 


ï =cotZ. 


Ou eu conclurait qu’en vertu des définitiona admises dans le § l*', arccot z 
est une fonction inverse de cotz. . • 

Supposons maintenant 

(61 7 = arc sin z. 

Alors, en vertu des équations (9) et (10) du $ T', on aura 

l[v'i — i' + zi] = Zi, 1 [v'i — z’ — ri ] = — Z i, 

par conw'-quent 

V I — z’ -t- zi = v'i — z’ — ri = e“*‘; 


j)uis de ces dernières formules, combinées eiitfe elles par voie de sous- 
traction, l'on tirera 


|>ar c<msé(pieiit 



21 


ou , ce qui revient au même, 


( 7 ) 


Z = sin Z. 


On en conclura qu’eu vertu des détinitions admises, arc sin z est une lonc- 
tion inverse de sin z. 

Si l’on siip|K)sait . 

(8) Z = arc cos z, 

alors, eu égard à l’équation du $ 1", on trouverait 

Z = - — arc sin z, 

ï 
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par conséquent 


arc sin z = - — Z, 


' J 

et 

ou, ce qui revient au même, eu égard a la seconde des formides (29) de 
l'article précédent, 

(9) î=cosZ. 

On en conclurait qu’en vertu des définitions admises, arc cos z est une 
fonction inverse de cos 2. 

Enfin, si l’on supposait 

(10) Z = arc séc z. 


on aurait encore, en égard à la formule (6) du § 1", 
• Z arc cos 7 > 

par conséquent 



et ' • 

(il) , _2 = sécZî 

^ et, apres avoir ainsi reconnu que arc séc z est une fonction inverse de séc z, 
on prouverait par un raisonnement semblable que arc coséc z est une fonc- 
tion inverse de ,coséc z. 

I' 

* § Smr ies formuirs qui mettent en évidence la partie algébrique et le coefficient de i , 

■ dans chacune des expressions 

aretsngs, arccots, «retins,... 

.Si* dans les expressions ‘ -*:~r . . ' 

arc tang z, arc cot z, arc sin z, arc cos z, arc séc S, arc coséc z, 
on réduit z à la forme • 

(i) ■ V 2 = x-t-7i, 

X et étant deux quantités algébriques, chacune de ces expressions jxjurra 


•* 
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èlre rf-diiit«* a une forme semblalile, et, pour opéirr une telle lédutlioii, 
d üiiflfîra de joindre aux formules établies dans le § 1 " la fnrniide ( 3 o) 
,^de la |>age 371. Entrons à ce sujet dans quelqties détails. 

•Si à la formule (1) on joint l’équation (a) du premier paragraplie, ou 
trouvera 


fa) 


arc lang z = 


Ijl — r-t-jj) — l[i-hr— -ri) 
ai 


D’ailleurs, eu rcnipla^'aiit, dans la formule ( 3 o) de la jjage 371, ^ par .r 
et X par I —jr, ou J par — j: et X par 1 -1- j-, on aura 


. I ' I - J + xi) = ^ I [x* + (1 -jrf\ + i ~ arc cos 

I (1 H- - Xi) = ^ 1 [x* -H (i -t-J^)’] - i arc cos -7 ^ ^ ' 

Par cons<»quetit, la formule (a) tloniiera 


i an* taug r = - 1 i\ 

.31 


I ^ I — 

arc cos ' . - + arc cos 


V'.r’ + {l-»._r)’ — >J' 

i l(r*-h(i+j-;‘) — (i— J-)') . 


Si à l’équation (a) du ^I" on substituait l'équation (i) [/ô/</em|, alors, 
en ayant égard à la formule • ' 

I -4- si I — J -e Jj (i + xi)‘ — y* I — j’ — axi 

I — zi I a- r — xi (, 4 - J,)* + (i-t- j )' + x' 

et a l’équation ( 3 o) de la page 271, on trouverait d’abord 

( 4 ) 


s I , I — • y -+-XI 

arc lanc 2 =r — : I :t 

^ 3t I I J' — -ri 


puis 

( 5 ) arc taiig J = - arc cos 


1 Jf» — 


. i . 4 -f r 

T I- — ai U v»iî» ' - - “ ■ _f_ I ^ _ 

* ^x‘ + (i-|. /)> ^x’ + (i — r)’ a — J'j' 


En comparant l'une à l'autre les valeuiii de arc tang r, données par les 
formules ( 3 ) et ( 5 ),- on trouve 


l-i-jr 


( 6 ) 


vx’-H(i+r)’ 


•— .r 


= arc cos 


Vx> + (|— J|. 
I — X* — /• 




Digitized by Google 



• ( a»? ) 

-\ii reste, pour établir directement la formule (6), il siitUt d’observer que 
les arcs 

> + r I — r 

arc cos — ' arc cos - — . . , 

Vx’+(n-j-)’ V*’ + (I— J-)’ 

otU pour sinus respectifs les deux rapports 

Vx’-I- (i + .rj* ■+• ( I — r )' 

(|u’en conséquence la somme de ces arcs a pour cosinus le rapport 
~(i + r)(«— .r) — -r' 

et q\ie, d’ailleurs, les deux arcs dont il s'agit étant les arguments.principuux 
des binômes 

I — zi, I + si, 

dont la somme est positive, «loivent, en vertu du premier tbéorème de la 
page ï6i , offrir pour somme un argument compris entre les limites — n, tr. 

Supposons maintenant que l’on veuille mettre en évidence la partie réelle 
et le coefficient de i, non plus dans arc tang z, mais dans arc sin z. et 
réduire ainsi l'expression arc sin z il la forme X J^i, X, Y étant deux 
quantités algébriques. 11 suffira de rt'-duiie à une forme semblable l'un des 
binômes 

yi — z’ + zi, yi — z’ — zi. 


ou le rapport de ces binômes; puis, de recourir aux formules (9), (10) 
ou (8) du S I", en ayant d’ailleurs égard à l’équation ( 3 o) de la page 271. 
Ajoutons qu’on arrivera encore aux memes conclusions en opérant comme 
il suit ; 

Si l’on jxise 

( 7) arc sin z = Z = -V -t- J^i, * 


X , Y étant deux quantités algébriques, ou aura, en vertu de la fofroule (7) 

'lu S II, 

z = sin Z, 

ou, ce qui revient au même, 

1 -» » _ -T 

jr -t- r i = sin (X -h Yi \ = sin .¥ i cos X', 

' 51 !3 


V . 
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puis ou en conclura 

>^8) 


i — »■ • 1 _ > 

X = sin X, y =■ ‘ - cos X. 


Si d’ailleurs on pose, pour abréger, 

(9) 


y -> > -» 

-e r r — r 

— = 1 /, — V, 


les équations (8) doiineroni 

(10) sin A" = ^> cosA'=i» 

et cle ées dernières, combinées avec la formule 
cos’ X 4 - sin ’ y = i, 

on tirera 

■ 0 


X* jr’ 


Mais, d'autre part, on tirera des formules (9) 

{i a ) • — e’ = I , 

ou, ce qui revient au même, 

1 ) «’ = e’ -I I , 

et réquation il 1), jointe à la formule (l 3 ), donnera 


par conséquent ' 

e* — (x’ -h /•’ — i) e’ — J'’ = O. 

Donc, e’ ne pouvant être qu’une quantité positive, on aura 

et la formule (i 3 ) donnera 
„ 5 ) = 

Enfin, comme, eu égard à la première des formules (9), « sera nécessaire- 
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iiH'iit positif, on fim-a de l'équation (i 5 ) 




V * 

) 


Observons maiiUenunt qu’en vertu d’une ^narque faite à la fin du § if', 
la. partie algébrique AT de Z =: arc siu z sera toujours un angle compris 

entre le.s limites — Donc la première des fonnules (lo) donnera 

1 1 7 » AT = arc sin - ; 

' ' ' a 

et la seconde devra fbiimir une valeur positive de cos AT; eu d'uutnes termes, 
r et e devront être des quantités de même signe. Donc la formule<{i/i 
donnera 


et, pnisqii’on tirera des formules (g), 


on aura encore 
(’ 9 ) 


y=[{u + v). 


.\joutons que des formules (17) et (19), jointes à l'équation (7), on tirera 
définitivement 


(ao) 


^rc sin Z = arc sin - -1- i I (u -t- e). 


les valeurs de u, v étant déterminées par les formules (16) et (18). 

Remarquons encore qu’en vertu de l'équation (ta), présentée sous la 
forme 

{u — v) («-t-e) =1, 

U — V, H + V seront deux quantités géométriques conjuguées, et, (wr suite, 
J, cette équation donnera [voir la formule( 3 a) de la page a 54 ] 

1 (il — e) -(- 1 (u -I- o) = O, 
on, ce qui revient au même, 

l(«-l-e) = — 1 (« — o). 

Es.dAn ci ^ Ph/$. , T. IV.(4tî*UTT,) 


3 ? 


Digitized by Google 


% 

( 390 ) ' • 

Donc la formule (ao) pourra s’écrire comme il suit . >■ 

(ar) arc sin z = arc sin- — i 1 («'— vt 

De réqiiatioii (ao) ou (ai), jointe à l’équation (5) du,§ 1“, on üéiluihi 
iaimédiatenicnl celle qui mel^n évidence, dans arc cos z, la partie algé- 
brique et le coefficieut de i. En opérant ainsi, on trouvera 

(aa) arc cos z =^qrc cos - — i 1 (m w), 

ou, ce qui revient au même, 

va-»" 

(a3) , arc cos s = arc cos - -4- i 1 (a — o). 

Eiitin, si l’on veut mettre eu évidence la partie i-éclle et le coeflicient «le 1 , 
non plus dans chacune des expressions 

arc tang z, arc sin z, arc cos z. 
mais dans chacune «les suivantes, 

> j' ' . ♦ * 

aiü cot «• arc cosec 2 , arc sec z, 

il suffira d’avoir égard aux formules (3), ( 6 ), ( 7 ) du § 1 ", par conséquent 
il sufTira <ft remplacer, dans les formules (3) on (5), (ao) ou (ai), (aa) 
«ui(a3), ■? 

i X — V i ♦ T 

'• par - = — ^ 

la valeur de r étant ^ 

en d’autres termes, il suffira de substituer, dans les valeurs trouvées «le 

arc Uiiig X, arc 8 iu z» arc cos z,* . 

— a X et — ^ a r. 
r- r* •' 

Soit maintenant z' la quantité géométrique conjuguée à z, en sorte que 
l’on ait ^ . ■ -i' 

z' = X — j-i. ' 

Pour [lasser de z à 2 ' et de arc tang z à arc tang z', il suffira de remplacer 
dans le second membre de la formule (3) ou (5), j’ par — j', ou, ce qui 
revient au même, i par — i. Donc 

• arc tang z et arc tangz' 

t 


■V' s 
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( ) 

s«ruut (leux quantité géométriques conjuguées l’une à l’autie. De plus, 
l'omine, en vertH" de la remarque faite à la page aSq, les radicaux 

' 

^ V«-2% V'-î” 

seront encore deux quantités géométriques conjuguées , on pourra en dire 
uitant, Hon-seidement des rapports 


(^i — »' 


î- 


inais aussi des expressions 

' -r 

. ■ t ■ J* 

arc taiig -7^= . arc Une r * 

ou, ce qiitrevient au même, des expressions • 

' arc sin z, arc sin z', 

et, par suite, eu égard aux formules (3), (5), (6), (7) du I", les quantités 
géïimétriques » * J • 

arc col a', arc cos z', arc séc z', arc coséc z' 

seront respectivement conjuguées aux cjuantités géométriques 

■ ,aix: cot 2. aix: cos z, arc sé‘c z, arc coséc z. 


Kii terniiiiaiit ce paragraphe, j’observerai que les formules (ao), (aa) 
et (3) coïncident avec les formules (107), (i3o) et (iSg) de la onzjème 
le\'on de mou Caicul diff 'étentiel, ou plutôt avec celles dans lesquelles elles 
se Iraiisfornienl quand on remplace le radical y' — i par la lettre i. Seule- 
ment, la fornliile(i59) de cette onzième leçon était la formule (3) restreinte 
au cas où la valeur numérique de y ne surpasse pas l’unité. 


^ I \ . — Sur rrrtarnrs wtirun dtt cxprrsfions arc tao^ t , arc eut s , arc aîn s. . . . 




la» |>riiicijie auquel il parait convenable de recourir pour délerniiner les 
valeurs singulières des fonctions se trouve énoncé à la page 45 >le moi. 
jlnalyse algébrique, dans les termes suivants : 

« Ixirsque, pour un système de valeurs attribuées aux variables qu'elle 
» renferme, une fonction d’une ou de plusieurs variables n’udmet qu’une 
» seule valeur, cette valeur unique se déduit ordinairement de la définition 
U même de la fonction. .S’il se présente un cas particulier dans lequel la 

•, 37 . . 
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> di-iiiiilioi) cloDiD-e ne fournir immédiateu^t la valeur de i)t - 

O fonction que l’op cousidèrB,' on cherche la limite ou^'4e»’.luinte»- »er>f 
» lesquelles cette fonction converge, tandis qufe les variables »^>])roeheut 
• indélinimèiit des valeurs particulières qui leur sont assignées; et, at'il 
» existe une ou jjlusieiirs limites de cette es|)èce, elles sont regardées comme 
» autant de valeurs de U Onction dans l’hypollièse admise. Nous nommons 
B valeurs singulières de la fonction propoiée, celles qtii se trouvent délei- 
» minées, comme on vieiitr-fle le dire: tellg^ sont, jwr exemple, celles 
» qu’on obtient en attribiiaflt aux variables des valeurs infimes, et souvent 
a aussi celles qui coiresypndettt à des sululi<^is de continuité, a 

,Sj^ en partant de ce principe, on cherche la valeur singulière du rap|w>rt ^ 

dans le cas mi, la constante a étant n'>elle et distincte de'Séni, la variable x 
supposi*e réelle s’évanouit, on reconnaîtra, comme je l’ai remarqué à la 
page 46 de mon Analyse algébrique, que cette valeur singulière est double 
»el se rédiiil à ce . D’ailleurs le principe énoncé peut être appliqué à une 
fonction quelconqiie^de valables réelles sç, j, ou niéilie de la quantité 
géométrique 

z = X -¥ y\\ 

par exemple, •aux fonctions 

I (s), arc taiig s. 


■V . 
arc cot s. 


aiv siii î„ etc.. 


Si l’oii cmisidère, en particulier, la fonction 1 (z), et si l’ôii cherche la 
valeur singulière de celte fonction correspoiidante à une valeur iiég i- 
tive — r de la variable z, le priiiciiie énoncé fotiniira l’équation (i6) de la 
page aSo, c’est-k-dire la formule 

•(—'•) = !('■)- «b - 

dans laquelle le double signe devra être réduit au signe -t- ou au signe — , 
suivant que la quantité négative — r sera censée représenter la limite vei> 
laquelle convergera,' (loiir des valedrs iiiBnimeiit petites du nombre t, l'iiii 
ou- l’autre des deux biuAmes 

— r + ei, — / — gi. 

(.oiisidérous maintenant la fonction arc taiig s. Jxjrsqii'on y poser.i 

(i) z = x-¥y\, 

X, y étant réels, oii piuirra déduire généralement sa valeur de l'cqua- 
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*iiou (3) du pm!<'-deiil paragraplie, c’est-à-dire de la formule 

I l J r ' I — J 

aix- tana s = - — *iv cos — : 1- aiv cos — 


m ve,rlii de laquelle la valeur (îberclxüe sera ordinairement unique et liiiie. 
Emilefois, cette valeur pourra ou devenir infinie, ou se présenter sous une 
* forme indéterminée, non-seulement pour des valeiu^ infinies de x ou j , 
mais encore pour des valeurs finies de ces deux^variables, savoir, loisque, 
,r étant mil, le premier an moins des trois rapports 

- _f__ ix-x ‘—X ^ 

' v'x- 4- (i — .y)' V'^'-t-fi — /)' 

se piésentera sous la forme Dans cette derniere hypothèse, où I on atira 
simpleinent • 

: = Ji, 


la formule (a) ne cessera |jas de fournir pour arc tang 2 une valeur unique 
et finie, si la valeur aumér^ue de ^ est inférieure à l’unité, attendu qu'a- 
lo»s les deux arcs corrtpris dans la formule s’évanouiront, ce qui rétluira la 
valeur c.lwrcliée à 

, d'-J V. r a ‘-X 

Mais, stiFou^ 



Itaoémenf 


x = o, 7*>i, 


alors, l'un des rapports 


Vx"-t-(i-i-r)’’ v''*’’-r(i— r!' 


étant réduit, à l'unité, l’autre à — i , les ares dont ces rapports sont les 
cosinus se réduiront, l’iin à o, l’autre à tr; et, comme, pour des valeurs in- 
finiment petites de x, le rapport 


eoiivergera vers la limite 1 ou — 1 , suivant que ces valeurs seront positives 


>«>4 ) 

ou iu*j{atives, on tirera de la formule (a) 




arc lang(j^i) = i ^ ^ 1 


ou, ce qui revient au même, 


( 3 ) 


arc tang {71)= i 


le double signe ±1 devant cire réduit au signe + ou au signe — , suivant 
que la quantité géométrique ji sera considérée comme la limite vei* 
laquelle convergera, pour des valeurs infiniinent petites du nombre i, l'un 
ou l’autre des deux binômes 


» 6-i-ri. -t-t-71. 

Knfiii, si l’on avait, simultanément, 


et, par suite, 

alors, des deux rapports 


x = o, = 
r = ^ 1; 


' +/ 


‘—X 


(i + r)' v’x’-i-(i— J-;.' 

l’un se i-éduirait à runité, tandis que l’autre se présenterait sous la lonne 
indéterminée * A-. 

» 

D'iiilleiirSf ces mêmes rapports étant res{>echvement é^aiix aux deux 
produits 

I 


r . 




I —X 


t^(- 






celui qui se pi cM'Ulcrait sous la forme - pourrait être censé a'x oir jKiiir valeur 

l'iiiie quelconque des quantités algébriques comprises entre les limites — 1, 

-T- I. cette valeur dépendant des signes allrilniés aux quantités iiifimment , 
[lelites 

X, 1 ±j. 


et de la limite vers laquelle convergerait le rapport de ces quantités, laïulis 
que X convergerait vers la limite o, Qiy vers la limite — 1 ou 1 . C.ela postl, 




r 
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.en désignant par 

M(-., 0 

l'iine quelconque des quanlités algébriques comprises entre les limites — i , 
+ 1 , et en supposant J" = t ou = — i , on devra remplacer la formule (3) 
l»ar l'une des formules 


(4) arc tang i = ^ M (— I, i) -t- oc . I, 

(5) arc tang(— i) = (— I, i) — » . I. 


11 est 1)011 d’observer que, si, en supposant x nul, on attiibue a j- une 
valeur infinie positive ou négative, on tirera de la formule (3) ^ 

(6) . arcUngî=i:^, 

la valeur de z étant î = 2 z x> . i. Ajoutons que, si, en supposant la valeur 
de X distincte de zéro, on attribue à chacune des variables x, jr ou à une 
seule d’entre elles, une valeur infinie positive ou négative, on tirera de la 
formule (a) ; i” si x > o, 

{?) arctangz=j; 

* 

a®, si X < O, 

(8) . • ' arc laiig s = — 


I.,es valeurs singulières que nous avons obtenues pour la fonction 
arc tahg z, et les valeurs correspondantes de la variable z, pourraient encore 
se déduire avec la plus grande facilité, non-seulement de l’équation (5 'ijdti 
§ III, mais aussi de l’équation (a) du § 1", c’est-à-dire de la formule 


(9) 


arc tang z = 


I II -Mi) — I f I — ^ i ) 


Veut-on trouver, par exemple, les valeurs finies de 2 , pour lesquelles la 
fonction arc tang 2 , sans devenir infinie, cesse d’être complètement déter- 
minée. (ies valeurs ne pourront être que l’une de celles qui réduisent à une 
quantité négative l’un des binômes 

1 z if I z i 

placés sous le signe I, dans le second membre de la formule (a); Or cette 
dernière condition ne pourra être évidemment remplie que dans le cas 


( ■■<96 ) 


nu le produit si seru réduit à une quantité algébrique supérieiiie, abstrac- 
tion faite <lu signe, à l’unité, c’est-à-dire dans le cas où l’on aura 


et, de plus. 


- = 7 >. 
7 ’ > 


IJ'ailleui's, en adoptant la valeur précédente de i, on déduit imniédialomejit 
l écpiation ( 3 ) de l’équation (9) jointe à la formule ^ 

. I(— r) = l(r)S:ni. 

Ia>s valeiu’s singulières de la fonction arc tang i étant connues, on déduira 
aiseiuenl de la formule 

arc cot Z = arc tang ~ 


les valeurs singulières de la fonction arc cot z. Parmi ces dernieres, on 
iJevra remarquer celle qui répond à une valeur singulière du rap|K)rt , 
par conséquent, à une valeur nulle de z, et qui est donnée ‘par la formule 


arc cot Z = d: -» 
a 

le double signe — devant être réduit au signe -t-, si la valeur zéro de z est 
considérée comme une quantité géométrique dont la [lartie algébrique 
serait positive, et au signe — , ilans le cas contraire. 

(iiierchons maintenant les valeurs singulières de la fonction arc sin z. On 
les déduira sans peine de l’équation (ao) du pn'-cédeiit paragr.qilie, c’est-â- 
dirt» de. la formule 


jo) arc sin z = arc .sin ^ -f- il (// -t- e), 

driiis laquelle ou a 



Kii elTet, il suit de la foriniilc (10), jointe aux équations (1 1), (ta), que, 
pour des valeurs finies des variables x, jr, la fonction arc sin z acquerra 
généralement une valeur unique et finie, à moins que l’on n’a’it 

jr = o. 


» 
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Ajoutons t|ue, diiiis ce cas-là même, la valeur de arc siii z ne cessera pas 
d être iini(|ue, et se réduira simplement à arc sin x, si l’on a simulta- 
nément 

J = O, X* < I. 

Mais si l'on a, simultanément, 

7 = 0. x’ > I , 

les formules (i i), (la) donneront 

Il = \ x’, V = ± \X* — I , 

et, par suite, l’équation (lo) donnera 

(i^l arc sin x = arc sin -r- i I (x* ± \'x* -+ i), 

le double signe ^ devant être réduit au signe -t- ou au signe — , suivant 
que la valeur x de la variable z sera considérée comme la limite vers laquelle 
converge, |X)ur des valeurs inllniment petites du nombre i, le premier ou 
le second des ilenx biiv'imes 


X-(-6i, X — Ei. 

On [)eut observer Ept’en vertu de la formule identique 

(\ x’ vx’ — i) (yx’ — \>x* — ï) = I, 

on aura 

I (yx' -f- v'x* - i) -I- I (yx» — yx’ — l) = o, 
ou, ce qui revient au même. 


1 (yx* - y x* - i) = _ 1 (yx* -I- yx*-r), 
et qu en conséquence la formule (i 3) peut s’écrire comme il suit : 
(•4) arc sinx=arcsin ±. i 1 {^x* ■+■ yx’ — i)- 

\/x' 


J avais déjà remarqué, dans la onzième leçon de mou Calcul différentiel 
[page iï 6 ], qu’en supposant 

x’ > I, 7 = 0 , 

on réduit, dans la valeur de 


arc siii (x -H 7 y — 1 ), 

Ex. *Ay>. ,l a» W. m.i»., T, IV. '40* llrr.) 
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la |iartie rtVlle à 


{ “ 9 *^ ) 


arc siii -7= . 

<*t le coeflicient de v — ' * I» quaiilité 

^ I [ v'x“ + \ x’ — ' I ’ 

qui, à cause du double signe, cesse d’ètre complètement déteriiiiiii^. t^elte 
circonstance m'avait alors engagé à ni'absteriir d’employer la notation 
arc sin x, dans le cas où, x étant réel, 011 a x’ > 1 . M. Bjorling a eu raison 
de croire qu’il ne fallait pas se laisser arrêter par celte considération. En 
adoptant, sur ce |>oiut, l’opinion qu’il a émise, et qui d'ailleurs est conforme 
au principe rappelé en tète de ce jiaragraphe, on obtient immédiatement 
une équation qui se réduit à la formule (i4)« quand on y pose y — 1 = i. 

Si, en supposant = o, on attribtiait à x une valeur infinie, on tirerait 
de la formule (i4)r pour x = œ , 

(i. 5 ) aiv sin ( ac) = ^ i: i I ( « ), 

et pour X — — * , 

(i6) arc sin ( — ao ) = — ^ ± i I (ac ). 


^aifiii, si, en sup|iusant y distinct de zéro, ou attribuait à cliacuiie des 
variable's x, y ou à une seule d’entre elles, une valeur infinie positive ou 
négative, alors dans la formule (10) 011 aurait encore 1 (a-i- e) = ± 1 ,») ; 


mais le rapport ^ conserverait une valeur finie qui coiiK'iderait avec celle 
du rapjKirt 


et dépendrait, en conséquence, du rapjiort son signe étant le même 
qne le signe de x. 

I,es valeurs singulièi'cs de la foiiclion ai*c sin s étant connues, on 
obtiendrn celles de la fonction arc cos z à Taide de la formule 


ai*c cos Z = - — itrc sin z, 

% 

puis, celles de arc séÆ z et ai-c coséc z à l’aide des formules 
arc séc Z = arc cos ^ , arc coséc s = arc sin 
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Sur les divers ares rjiti ont pour sinus ou cosinus, pour tangente 
ou votangente, pour sécante on cosécante une quantité géométrique 
donnée. 


Soit s une quantité géométrique liée aux quantités algébriques x, y pat- 
la formule 

z — x->ry\. 


iVapres ce qui a été dit dans l’article précédent, à une valeur donnée de z 
correspoinlra généralement une valeur unique et finie Z de l’iine quel- 
i:nnqiie des fonctions de z représentées jtar les notations 

arc sni I, arc cos l, arc tang z, arccotz, arc séc l, arccosécz; 

et, de plus, ces fonctions pourront être considérées comme inverses'de 
celles ipte représentent les notations 

sin z, cosz, tangz, cota, séc», casée î, 

en sorte que la valeur trouvée Z exprimera une racine de l'une des 
équations 

Mil Z = z, cos Z = z, tang Z = z, cot Z = z, séc Z = z, coséc Z = i. 

Mais, évidemment, chacune île ces dernières équations admettra, outre la 
racine, Z, une infinité d’autres racines parmi lesquelles on devra ranger 
les divers termes de la progression arithmétique 

...Z — l\n, Z — air, Z, Z an, Z-l-4î',.-., 


indéliniment prolongée dans les deux sens. Nous nous proposons ici de 
i-echercher toutes les racines de chacmie des équations dont il s’agit. En 
d’autres termes, nous nous proposons de trouver tous les arcs qui ont jioiir 
sinus on cosinus, pour tangente ou cotangente, pour .sécante ou cosécanle 

3 «.. 



( 3oo ) 

une valeur doiiiuV de z. On y parvient sans peine en cuiinneneanl, aiii!>i 
qu’on va le faire, par la reclierclie des arcs dont le sinus s’évanouit. 

§ I. — Sur /es Hipcnrs racines tirs t^fuattons un Ç = o, c:os X, = o. 

En désignant par la lettre tt le raj>port de la circonférence au diamètre, 
et par la lettre k une quantité entière, positive, nulle on négative, on a 
généralement 

sin Aît = O ; 

|»ar consi'qiieiit l’équation 

(i) sin Ç = O 

a pour racine l’une quelconque des valein-s de Ç, comprises dans la formule 
(a) Ç + *n, 

c'est-a-dire l’nii quelconque dis divers termes de la progi-ession géomé- 
trique 

... — 3k, — air, — K, O, ît, an, 


indéfiniment pralongée dans les deux sens. J’.ajoute que < es diveis termes 
sont les seules valeurs algébriques on même géométriques de Ç, qui soient 
propres à vérifier l’équation (t). Efreclivemeiit, comme on a 


sin Ç = 


l’équation (i) donnera 


ç> 

C — r 


- 5 ' 


ou, ce qui revient an même. 


Donc, en vertu de réqualioii (i), le produit aÇi devra se r*-duire a l'un 
quelconque des logaritlimesjiépérieiis de runité. Mais on a vu (page a4q) 
que les divers logaritlunes népériens de l'unité se rédiii.sent aux diverses 
valeurs du produit 

a^ni, 

k étant tine quantité entière. Donc l'équation (i) donnera 

a Çi = aX si, 
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ti étant line quantité entière; et, par suite, 

Si à l'équation (i) on substituait la suivante, 

(3) cos Ç = O, . 

il siinirait, pour lésouclre celte demiere, d'oliserver que l'on a généraleiiieiil 
cos Ç= siii — Ç j = — sin^Ç 

En conséquence, les diverses valeurs de Ç, propres à vérifier l'équation (i], 
seront encore celles qui vérifieront la formule 

(4) sin (ç — = O. 

Or ces diverses valeurs de | seront données par la formule 

Ç-; = 4tr, 

de laquelle on tire 

(5) Ç = Aîi-i--5 
k étant une quantité enlièi-e quelconque. 


§ II. — Sur ht divenes racines des équations sin I* = s, cos i- = s. 


.Siip|K>sons maintenant que, zétant une quantité géométrique quelconque, 
l'on demande les diverses racines de l’équation 

(i) sin üu= Z. 

E'iine de ces racines sera précisément la fonction Z de z représentée par 
arc sin Z, de sorte qu’en posant 

Z = arc sin z, 

on aura 

sin Z = z. 

Donc l’équation (i) pourra être présentée sous la forme 


sin Ib = sin Z, 
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nii, cc qui revient au même, sous la forme 

sin & — sin Z = O. 

U’ailleurs, en vertu de la seconde des formules (44) )•* on am'a 

» . i—Z i+Z 

sui £ — sin Z = a sin cos 

2 2 

Donc i'êqiiation (i) donnera 

X- — Z i + Z 
SU) cos = O, 


el, |)our la vérifier, il faudra supposer ou 


(>) 

ou 

( 3 ) 



2 


5 > *f* 2 

ons — — — = O. 


Mais, en vertu des principes établis dans le § 1 ", les diverses valeui-s de 
propres à vérifier les équations (a) et ( 3 ), seront données par les deux 
formules 


i — z 


2 


= 4 r, 


i-i-z 

2 


= A rt - 1 - 



2 


OU, ce qui revient au même, par les deux formules 


4 ) ï = Z -t- a An, 

^5) i=(aA-t-i)n — Z, 

A étant une quantité entière quelconque. Donc les diverses racines de 
l'équation (i) seront précisément les valeurs de 3 > fournies |>ar les équa- 
tions ( 4 ) et ( 5 ), que l’on peut encore écrire comme il suit : 


. t>) t- = a A TT arc sin z, 

(7) fe = (a 4 lî -+- 1) JT' — arc sin 2. 

Kn ruisoiiiiaiit de la même manière, et en ayant égard à la seconde des 
forntules (43) de la page 378, on reconnaîtra que réqiiation 

I 8 ) cos & = Z 

a pour racine, non-seulement la quantité géométrique Z, délerininée par 
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la lormule 


Z = arc cos z, 

mais encore les diverses valeurs de propres à vérifier les deux équations 

(9) 

(10) 


. i — z 

sin = O, 

a 


i-t-Z 

sin = O, 


c’est-à-dire les diverses valeurs de ia comprises dans les deux formules 
(il) t = ikn -t- Z, 

(la) & = nkn — Z, 

ou, ce qui revient au même, dans les deux formules 

(13) i = -I- arc cos I. 

(14) ï> = aAit — arc cos Z, 

k étant une quantité entière quelcouque. On arriverait aussi à la uiéiiie 
conclnsion en observant que pour résoudre l’équation (8) il suffit <le 

résoiidi-e l’équation (i), après y avoir écrit ^ — X> à la place de la lettre i. 


§ Ilf. — .Sur tes Aivtnes raciites des i^ttations lang Ss ^ z, col =; ji. 


Supposons maintenant que, z étant tme quantité géométrique quel- 
conque, l’oii demande les diverses racines de l'équation 

(i) tang t = z. 

1,’une de ces racines sera précisément la fonction Z de z représentée par 
arc tang z, de sorte qu’en posant 

. Z = arc tang z. 


nu auni 


tang Z = z. 

Oonc l’équation (i) pourra être présentée sous la forme 
tang II = tang Z, 
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ou, ce qui revient au même, sous la forme 

laiig ï- — lang Z = o. 

Mais on aura d’ailleurs 

„ sioi fin X Z) 

tang £ — taiig Z = — = = — r 1 

^ ^ cos ï' ros Z cos 5 cos Z 

par conséquent 

tang L — tang Z = sin (Xs — Z) séc Îî séc Z. 
Donc l'équation (i) donnera 

sin (i — Z) séc j> séc Z = o. 


et, |KHir la vérifier, il faudra supp>ser ou 
{a'i sin ( 1 — Z) = O 

on 

( 3 ) s»'-c 5 séc Z = O. 

Mais, en vertu des princi[ies établis dans le § I", les divers*‘S valeurs de t, 
propres à vérifier l'équation (a), seront données par la formule 

; - Z = A n, 

on, ce qui revient au meme, par la formule 

i = Z • An, 


que l'on pourra encoiv écrire comme il suit, 
(l^) i = arc tang 2 An, 


A étant une quantité entière quelconque. 

tenant à l'équation ( 3 ', elle ne pourra se vérilier que si l'on a 


( 5 ) 

s»*c Z — 

OU 


(«) 

séc S = 


Mais d'autre part, en vertu de la formule (lo) de ravaiit-deriuer article, 
on aura 

siV’ Z = I -t- tang’ Z = I -1- 2’ 


et 


V séc’ !c = I 4- tang’ t = 1 2’. 
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Donc l'équation ( 5 ) ou (6)ne pourra se vérifier que dans le cas où l'on aura 


ou, ce qui revient au même, 

Z* = — 1, 

et, par suite, 

(7) ■ , z=±i. 

D’ailleurs, dans ce dernier cas, l'équation (1), réduite à la forme 

tang ï> = i, 

donnera • 

tang>!b = — 1, 

ou, ce qui revient au même, 

séc’ £ = o; , 

elle entraînera donc la formule (6), que l'on pourra écrire comme d suit ; 

(8) . cosï, = i. . ^ . 

Il y a plus ; comme on a 


cos ï> = 


ï.i 

e + e 




Ï>i 


l'équation (8) donnera 

( 9 ) 

et, comme à une valeur finie de l’exposant £>■ correspond toujours une 
valeur finie de chacune des exponentielles , 


-ï>> 


.-ii 


il est clair qu’on ne pourra satisfaire à la formule (9) en attribuant à la 
quantité géométrique & une valeur finie. Donc, dans le cas dont il s’agit, 
les diverses racines de l’équation (1) deviendront infinies, y compris celle 
que nous avons désignée par arc tang s. Cette conclusion s’accorde ax'ec 
les résultats obtenus dans le dernier paragraphe de l’article précédent. On 
doit meme remarquer que, dans le cas où l'on a z = ± i, la valçiir de 
arc tang z, devenue tout à la fois indé-finic et indéterminée, est une valeiîr 
singulière, déterminée par la formule (4) ou (fi) de la page agS. 

En définitive, si on lais.se de côté le cas où l’on a z = ± i, et où les 
diverses racines de l’équation (i) deviennent infinies, les valeurs de ces 
diverses racines seront toutes fourmes par l’équation (4)- 

Ex. fAx. fl Jx Ph. mai)., T IV. ( 40 ' lin.) 
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Si l'équation (i) était remplacée par la suivaiile, 

(10) cot &= Z, 

on pourrait présenter cette dernière sous la loriiic 

(11) taiig!6 = ^; 

et de ce qui vient d’étre dit, l'on conclurait immédiatement que les diverses 
racines de réquation(i i)sont, en général, les diverses valeurs de i données 
par la formule 

• S, = arc tang J Arir, 

ou, ce qui revient au même, par la formule 
(la) ÎS> = arc cot Z -I- An. 

Toutefois, cette formule cesse d’étre applicable dans le cas où l'on a 
Z = ± i, et où les diverses racines de l’équation (i i) deviennent inlinies. 


^ § IV. — Sar (a diptna racines des équasions scc S = » , rosée t) = s. 

♦ 

Après avoir obtenu, par la méthode exposée dans le § 11, les diverses 
racines des équations 

sin î> = s, cos ïi =: Z, 

on obtiendra sans peine les diverses racines des équations 
(i) cosécï> = z, 

( î ) st^ ï) = Z, 

en présentant ces dernieres équations sous les lomies 
sin !> = -I cost>=-- 

S t 

On reconnaîtra ainsi que les diverses racines de l'équation (i) sont données 
par les deux formules 

(3) ï> = a Ain- arc coséc Z, 

(4) i = (aA -i- i)« — arc coséc Z, 

et les diverses racines de l'équation (a) par les deux formules 

(5) = aAit arc séc Z, 

(6) i = aAit — arc séc Z. 


O 
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§ V. — Résumé, 

Soit X' une quantité géométrique propre à vérifier, comme racine, l’une 
des équations 

sin X> = Z, cos X = Z, lang X = z, cot X = z, séc X = z, coséc X = z ; 

et nomnions Z celle d«-s valeurs de X qui se trouve représentée par l’iine dej 
notations 

arc sin z, are cos z, arc tang z, arc cot z, arc séc z, arc coséc z. 

la» diverses valeurs de X, ou, en d’antres termes, les diverses racines de 
l’équation proposée, seront en nombre infini et de deux espèces. I>es unes 
seront toujours données par la formule 

* ♦ 

(i) X = zkn + Z,^. 

k désignant une quantité entière, positive', mille ou négative : et, pour 
déduire de celles*ci les autres racines, il suffira généralement de remplacer, 
dans le second membre de la formule (t), la quantité Z par la quantité Z, 
s’il s’agit de résoudre l’une des équations . , _ 

(а) , cosX = z, coséc X = z; 

jKtr la quantité n — Z, s’il s’agit de résoudre l’une des équations 
^ • • • 

( 3 ) . ’ sin X = z, coséc X = z ; 

enfin, par la quantité n + Z, s’il s’agit de vérifier l’une des équations 

(4) ' langX = z, cotX = s. ^ 

Cela posé, les racines cherchées, ou, en d’autres termes, les diverses valeurs 
de seront fournies, dans le premier cas, par la formule 9 |t 

( 5 ) X = 2*'n+Z, ' 

dans le second cas, par la formule 

(б) S=(aA+i)n±(î-z), 
et, dans le troisième cas, par la formule 

(7) , ,i = kn + Z, 

la quantité k étant ici substituée à l’une des quantités entières zk,'zk -f- i 
Ajoutons que, 'dans le cas particulier où l’on a z = ± i, les diverses racines 
deviennent infinies, ce qui rend illusoire la formule ( 7). * 
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Sur les fonctions des quantités géométriques. 


Jx)rsqu’eii adoptant les principes établis dans les articles précédents, on 
substitue aux expressions imaginaires les quantités géométriques, les varia- 
bles imaginaires ne sont autre cliose que des quantités géométriques varia- 
bles. Reste h savoir eomment doivent être définies les fonctions de variables 
imaginaires. Ciette dernière question a souvent embarrassé les géomètres; 
mais tonte difliciilté disparaît, lorsqn'en se laissant guider par l’analogie, 
on étend aux fonctions de quantités géométriques les définitions générale- 
ment adoptées |>our les fonctions de quantités algébriques. On arrive ainsi 
à des conclusions singulières an premier abortl, et néanmoins très-légi- 
times, que j’indiquerai en peu de mots. 

Deux variables réelles, ou, en d’autres termes, deux quantitiis algébri- 
ques varialiles sont dites fonctions l’une de l'autre, quand elles varient 
simultanément, de telle sorte que la valeur de l’iinc détermine la valeur de 
l'autre. Si les deux variables sont censées représenter les abscisses de deux 
points assujettis à se mouvoir sur une meme droite, la position de l’un de 
ces points déterminera la position de l’antre, et réciproquement. 

Soit, maintenant, z une quantité géométrique qui représente Vqffixe d'un 
point A assujetti à se mouvoir dans un certain plan (page ai6). Nommons 
r le module, et p V argument de la quantité géométrique z, c’est-à-dire le 
rayon vecteur mené, dans le plan dont il s’agit, d’une origine fixe O au 
point mobile A, et l’angle polaire formé par ce rayon 'vecteur avec nn axe 
polaire OX. Soient, enlln, x, y les coordonnées rectangulaires du point A, 
mesurées à partir de l’origine ü sur l’axe polaire OX, et sur un axe per|)en- 
diculaire OY. Non-seulement on aura 

X 

et 

(') 

mais, de plus, eu posant 


‘ = r cos p, y = r sin p 
z = r„; 



a 
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on trouvera (page ai6) 

(a) z = jc-hj-i. 

Pareillenicnl, si l’on nomme 
X l'aflixe d'un point mobile B ; 

B, P le module et l'argument de Z,. ou, ce qui revient au même, les 
coordonnées polaires du point B ; 

X, y les coordonnées rectangulaires du même point, on aura non-seu- 
lement 

(3) Z = /f^, ‘ 

mais encore 

(4) z = x + n. . 

Cela posé, si, comme on doit naturellement le faire, un étend aux fonctions 
de quantités géométriques variables les définitions généralement adopti-es 
pour les fonctions de quantités algébriques, Z devra être censé fonction de i, 
lorsque la valeur de s déterminera la valeur de Z. Or, il suffira pour cela 
que X et V soient des fonctions déterminées de a: et jr. Alois aussi la 
position du point mobile A déterminera toujours la position du point 
mobile B. 

I>es propriétés que [Kisséde une fimctioii peuvent être de deux espèces 
différentes. En effet, ces propriétés peuvent subsister pour des valeurs quel- 
conques de la variable dont cette fonction dépend. Mais il |ieiit arriver 
aussi que certaines propriétés subsistent seulement pou» certaines valeurs de 
la variable, par exemple s'il s’agit d'iiiie variable rt*elle x, pour les valeurs 
de X comprises entre deux limites données a, h, et, s’il s’agit d'une varia- 
ble imaginaire z, pour toutes les valeurs de s propres 4 repiésenter les 
afTixes de points renfermés dans une certaine aire plane S que limite un 
certain contour. 

I>es propriétés des fonctions étant généralement exprimé'es par des équa- 
tions ou par des formules, il suit de ce qu’on vient de dire que certaines 
équations ou formules subsistent seulement entre certaines limites. Cette 
conclusion s’accorde avec une remarque sur laquelle j’ai insisté dans mon 
Analyse algébrique (Introduction, page iij), savoir, que la plupart des 
formules algébriques subsistent uniquement sous certaines cotuliiions et pour 
certaines valeurs des quantités qu'elles renjerment. Ainsi, par exemple, 
z = r,, étant une quantité géométrique variable, ou, en d'autres termes, une 
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variable imaginaire, l'équation 


ne sera généralement vraie que pour un module r de z inférieur à l'unité, 
c’est-à-diie pour des valeurs de z propres à représenter lesaffixes de points 
situés à nnl?rieiir du cercle qui a l'origine pour centre et l’unité pour 
rayon. Si l'on supposait précisément r = la série 

^ 1, Z, z’,..., 

dont la somme constitue le second membre de la formule (5), serait diver- 
gente, à moins toutefois que l'on n’eiit z= i. D’ailleurs, dans ce dernier 
cas, les deux membres de la formule (5) devront être évidemment rem- 
placés par les limites vers lesquelles ils convergent, tandis que z s’appro- 
che indéruiiment de l'iuiité, et il est clair que ces limites se réduiront pour 
le premier membre à l'infini positif ou négatif, ou même imaginaire, et pour 
le second membre à l’infini positif seulement. 

Dans ce qui précède, nous nous sommes borné à considérer des fonctions 
d’une seule variable. Mais il est évident qu’une fonction peut dépendre de 
plusieurs variables, chacune de ces variables étant, ou une quantité algé- 
brique, ou une quantité géométrique, .\joiitons qu’une telle fonction peut 
offrir des propriétés qui subsistent, ou pour toutes les valeurs, ou seu- 
lement pour certaines valeurs des diverses variables qu’elle renferme. 

ObseiTons encore qu’une fonction d’une ou de plusieurs variables peut 
être ou explicite ou implicite. 

I.ajrsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvent im- 
médiatement exprimées au moyen de ces variables, elles sont nommt^s 
Jonctions explicites. Mais lorsqu’on donne seulement les relations entre les 
fonctions et les variables, c’est-à-dire les équations auxquelles ces quantités 
doivent satisfaire, tant que ces équations ne sont pas résolues , les fonctions, 
n’étant pas immédiatement exprimées au moyen des variables, sont appelées 
fonctions implicites. Pour les rendre explicites, il siiflit de résoudre, lorsque 
cela se ]>ent, les équations qui les déterminent. 

Souvent le résultat d’une opération elTectuée sur une quantité peut avoir 
plusieurs valeurs différentes les unes des autres. Ixirsqii’on veut désigner 
indistinctement une quelconque de ces valeurs, on peut, comme nous 
l’avons fait dans \' /Analyse nlge'hnijue , recourir à des notations dans les- 
quelles la quantité soit entourée de doubles traits, ou de doubles paren- 
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thèses, en réservant la notation usuelle pour la valeur la plus simple, ou 
pour celle qui parait mériter davantage d'être remarquée. Cef conventions 
étant admises, une fonction explicite, représentée par l’une des notation.s 
usuelles, offrira généralement, pour chaque valeur de la variable dont elle 
dépend, une valeur unique qui pourra toutefois devenir multiple dans 
certains cas particaliers. Ainsi, par exemple, chacune des fonctions 
' -fv 

- i + * + z’, (i + z)% e*, sin Z, cosz, itc.^_' < 

t . • , - ^ 

offrira généralement, pour chaque valeur de la variable z, une, valeur 
unique et finie; et l’on pourra encore en dire autant des fonctions 

-» 1 (z), ,arctangz, arccotz, arc sin z, etc. 

Toutefois, ces dernières fonctions offriront , pour certaines valeurs particu- 

'' * . I . : 

lières de », des valeurs multiples. Telle sera la valeur infinie de - > positive , 

ou négative, ou même imaginaire, correspondante é une valeur nulle de z. 
Telle sera encore la valeur rûiguZ/ére de arc col z, correspondante à z = o, 
et donnée par la formule 

arc cot z z= 3: - , 

« 2 

dans laquelle le double signe doit être réduit au signe + ou au signe — , 
suivant que la partie algébrique de la variable imaginaire z passe par des 
valeurs positives ou négatives avant d’atteindre la limite zéro (page ai6).. 
Quant aux fonctions implicites, elles pourront admettre des valeurs mufti- . 
pies correspondantes, non-seulement à des valeurs particulières, mais 
encore à des valeurs quelconques des variables. Ainsi, par exemple, la 
fonction Z de z, déterminée par l’équation 

(6) Z>-(-Z*=rI, 
admet deux valeurs distinctes, savoir : 

( 7 ) Z = (i-z*)^ et Z=-(.-z*ll 

Il arrive souvent que les diverses valeurs d’une fonction implicite sont en 
nombre infini. On peut citer comme exemple la fonction Z déterminée par 
l’équation 

(8) 


cos z = z. 


( 3'» ) 


<le la({(ielle on tire ( page 3o3] 

{()) ' Z = aA'TT i: arc cos«, 


k étant une quantité entière quelconque. 

Nous désignerons sous le nom de ^pe une expression analytique propre 
à représenter généralement, ou la valeur unique d’une fonction e:^ijlicite, 
ou l’une des valeurs diverses d’une fonction implicite. Cette définition étant 
admise, la fonction Z, déterminée par l’équation (6), admettra «leux types 
distincts, que présentent les formules (7j; ct la fonction'/, déterminée 
par l’équation (8), offrira une infinité de types, tous compris i3ans la 
formule (9). • " <43. 

Ia;s intégrales définies prises entre des limites variables, et celles qui {en- 
ferment des paramètres variables, doivent être rangées au nombre des 
fonctions explicites. Très-souvent, les valeurs de ces intégrales sont détermi- 
nées par des formules qui subsistent uniquement sous certaines conditions. 
.Ainsi, par exemple, x étant une variable réelle, l’équation 


(10) 


r 

4/0 


sm (ox) Tt 


subsiste uniquement pour des valeurs positives de et doit être remplacée, 
quand x est négatif, par la formule 


(>') 





TT 



tandis que la moyenne arithmétique entre les deux quantités — 
c'est-à-dire zéro , est précisément la valeur de l’intégrale 



UD (CIJC) 

« 


da. 


correspondante à une valeur nulle de x. Ainsi encore, z étant une quantité 
géométrique variable, ou, en d’autres termes, une variable imaginaire, 
liée aux variables réelles a:, par l'équation (a), la formule 



subsiste uniquement pour des valeurs positives de la partie réelle x de la 
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variable z. Enûn, si l’uii nomme r le module et p l’argument de z, en surl^ 
qu’on ait z = r,, la formule* 



subsistera uniquement jmur un module r de z inférieur à l'unité, c'est-à- 
dire pour touté valeur dé z propre à représenter l’affixe d’un point situé ^ 
dans l’intérieur du cercle qui a l’unité pour rayon. On aura pour r= i, 
c’est-à-dire pour toute valeur de z correspondante à un point situé sur la 
circonférence du cercle dont il s’agit, , 


• = V ■. 

et pour r > i, ‘c’est-à-dire pour toute valeur de z correspondante à un |>oint 
situé hors du même cercle , 4 . -1’ 1 - * 



-, •.ésÆpÇK'j; Jr.it _ 

'■> (ttn .*5 ir. -’îT- •>«■ ■ ,*S; . 

, . ■ - ■ •*■. •• . '*■ 

• i. 0.1, .1 ' , ■ f vt'tjn ' ■ ’iv' 

'i ,, - ■ . . ^ ^w.s ;,v mu»- , Hj 

' .«rm é^' i-'i.'i't 


, • ^ •»» ■^’’-Vs)(ji *-rlu 'vt' \ I t '*< ' 

• -.i£ !Vvî)' » 'i-pri+j -«■' . • 


t.g. d'Am. et de Ph. nwlA.» T. IV. (<46* 
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Sur les fonctions continues de quantités algébriques 
ou géométriques. 


§ I. — Considérations généraies. 

Parmi les caractères que les fonctions peuvent offrir, l’un de ceux qui, 
en raison de leur importance, méritent une attention sérieuse, est bien cer- 
tainement la continuité, telle que je l’ai dé6nie dans mon Atsaljse algé- 
brique. A la vérité, la définition des fonctions continues, donnée dans cet 
ouvrage , et généralement adoptée aujourd’hui par les géomètres , s’y trou- 
vait spécialement appliquée aux fonctions réelles ou imaginaires des va- 
riables réelles, c'est-à-dire des quantités algébriques variables. Mais rien 
n’empécbe d’étendre la même définition au cas où les variables sont des 
quantités géométriques, comme je l’expliquerai tout à l’heure. 

§ II. — Sur tes fonctions continues de quantités algébriques. 

Commençons par rappeler les princijies établis en i8ai dans mon 
dnaljse algébrique, et reproduits en i8ag dans mes Leçons sur le Calcul 
différentiel : 

U On dit qu’une quantité (algébrique) variable devient infiniment petite , 
» lorsque sa valeur numérique décroît indéfiniment, de manière à con- 
» verger vers la limite zéro. {^Analyse algébrique , page a6.) 

» Une quantité infiniment petite se nomme encore un ;/i/û](ment petù. 
» ( Préliminaires du Calcul différentiel , page 4 .) 

» Les notions relatives à la continuité ou à la disconbnuité des fonctions 
> doivent être placées parmi les objets qui se rattachent à la considération 
» des infiniment petits. {Analyse algébrique, page 34.) 

» Soit f (sc) une fonction (réelle) de la variable (réelle) jc, et supposons 
- que, pour chaque valeur de x intermédiaire entre deux limites données, 

» cette fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si , en 
» partant d’une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue à la 
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» variable x un accroisiement infiniment petit a, la fonction elle-mênie 
» recevra pour accroissement la différence 

/'(x + a) -/(x), 

» qui dépendra en même temps de la nouvelle variable a et de la valeur^ 
» de X. Cela posé, la fonction J^{x) sera, entre les deux limites assignées 
•> à la variable x, fonction continue de celte variable, si, pour chaque 
» valeur de x intermédiaire entre ces limites, la valeur numérique de la 
» différence 

/(x + «)-/(x) 

» décroît indéfiniment avec celle de a. En d’autres termes, la Jonction 
» y’(x) restera continue par rapport à x entre les limites données, si, 

» entre ces limites , un accroissement infiniment petit de la variable produit 
» toujours un accroissement iiifiniment petit de la fonction elle-même. 

» (Ânaljse algébrique , pages 34 et 35.) 

• On dit encore que la Jonction f{x) est, dans le voisinage d’une valeur 
» particulière , attribuée à la variable x , Jonction continue de cette va- 
» riable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites de x , même 
» très-rapprochées, qui renferment la valeur dont il s’agit, [jénalyse 
» algébrique , page 35.) 

» Enfin , lorsqu’une fonction cesse d’étre continue dans le voisinage 
>• d’une valeur particulière de la variable x, on dit qu’elle est alors discon- 
o tinue , et qu’il y a, pour celte valeur particulière, solution de continuité. 

» (jénaljrsc algébrique , page 35.) » 

Les définitions précédentes sont reproduites en termes équivalents, ou 
même identiques, dans les Préliminaires de mon Calcul différentiel 
(pap 6). 

Ces définitions étant admises, il sera facile de reconnaître, iion-seulemcnl 
si une fonction explicite et réelle de la variable réelle x est ou n’est pas 
continue entre deux limites données, mais encore entre quelles limites une 
telle fonction reste continue. 

• Ainsi, par exemple, la fonction sinx, admettant pour chaque valeur 
» particulière de la variable x une valeur unique et finie, sera continue 
» entre deux limites quelconques de cette variable, attendu que la valeur 

» numérique de sin^, et, par suite, celle de la différence 
sin (x + a) — sin X = a sin ^ cos ^x -t- 

4o.. 
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V dfcruissetit iiidéruiimeiit avec celle de a, quelle que soit d'ailleurs la 
• » valeur finie qu’on attribue à x. [Arialjse algébrique., page 35.) 

» Si (en désigni\nt par a une constante réelle, par À un nombre con- 
» stant, et j>ar Lx le logarithme réel de x pris dans le système dont la base 
!■ est //), on envisage, sous le rapport de la continuité, les fonctions 
” simples 

a -I- X, a — X, ax, x", J", l.x, 

sinx, cosx, arcsinx, arc cos x, 

» on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux 
» limites finies de la variable x, toutes les' fuis qu’étant coustaminenl réelle 
> entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans l’intervalle. 
» {^Analyte algébrique , pages 35 et 36.) 

" Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage 
» d'une valeur finie attribuée à la variable x, si cette valeur se trouve 
B comprise, pour les fonctions 

rt I- X i 

a ~ X \ 

> entre les limites x = — oc , x = oc ; 

[ 

siii X I 

cos X 1 


» pour la fonction 

a I I® entre les limites x- = — » , x = o, 

1 a® entre les limites x = o, x = » ; 

» pour les fonctions 
X® ) 

1 entre les limites x = o , x — x.i 


B enfin pour les fonctions 

arc sin .r I , . . 

! entre les limites x = — i, x = i. 
arc cos x ( 

[^Analyse algébrique, page 36.) 
B 11 est bon d’observer que, dans le cas où l’on suppose 
• a =: ± m 
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« (m clésigiinnt un nombre entiw), la fonction simple est toujours 

• continue dans le voisinage d'une vnlenr finie de la variable .r, à moins 
» que cette valeur ne soit nulle, a étant égal à — m. {/inalrse alÿvhrii/iit- , 

• page 37.) » 

Lorsqu’une fonction devient infinie pour une valeur linie de la variable, 
un accroissement infiniment petit attribué à cette valeur cesse évidemment 
de produire un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même, 
et, par suite, il y a solution de continuité. Ainsi, par exemjde, chacune 
des fonctions 

- et J--" 

r 

(m étant un nombre entier), devient discontinue en devenant infinie i>oiir 

X = O. 

(iela posi'-, pour qu’une fonction de la variable reelle x reste continne 
dans le voisinage d’une valeur donnée de ar, il est nécessaire qu’à celte 
valeur de x corresponde une valeur Jinie de la fonction. Mais est-il pareil- 
lement nécessaire que, pour la valeur donnée de x et pour cliacune des 
valeurs voisines, la fonction acqtdère une valeur représentée par un 
seul type fi^x) ? A la rigueur, cette question pourrait être résolue négati- 
vement ; et, dans le cas où il s’agit d'une fonction implicite qui olfre diverses 
valeurs représentées par divers types , ou , en d’autres termes , d’une fonc- 
tion liée à la variable x par une équation qui admet plusieurs racines, on 
pourrait dire que cette fonction implicite est continue entre des limites 
fiotme'es de x, lorsque entre ces limites, un accroissement infiniment petit 
attribué à ar produit toujours un accroissement infiniment petit de l’un quel- 
conque des types. Mais il est plus simple de considérer cbacun de ces types 
comme une fonction déterminée dex; et pour énoncer clairement l’hypo- 
thèse admise, il suffit de dire que chacune dès valeurs de la fonction impli- 
cite est une fonction explicite de x, qui reste continue entre les limite» 
assignées à cette variable. 

Ainsi, par exemple, si l’on nomme y une fonction implicite de x, déter- 
minée par l’équation 

(1) x' + y>=z,, 

les deux valeurs qu'admettra cette fonction implicite, pour une valeur réelle 
de X, comprise entre les limites , 
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seront deux fonctions explicites représentée» par les deux types 
yl — X*, — yi — x’, 

et dont chacune restera Continue entre les limites données. 

Ainsi encore, si l’on nomme une fonction implicite de x déterminée 
par l’équation 

(») tang^ = x, 

les valeurs qu'admettra cette fonction implicite, pour une valeur réelle de x, 
seront les fonctions explicites représentées par les divers termes de la pro- 
gression arithmétique 

... — an -+- arc tangx, — -4- arc tang x , arctangx, 

rr 4 - arc tangx, a n 4 - arc tangx, . . . , 

<-t chacune de cee fonctions explicites restera continue entre des limites 
quelconques de la variable, par conséquent entre les limites 

X = — 00 , X = 00 . 

Il n'est pas sans intérêt de rapprocher l’une de l’antre les notions de 
continuité dans les fonctions et de continuité dans les courbes. C’est ce que 
nous allons essayer de faire en peu de mots. 

Concevons que, dans un plan donné, on construise une courbe dont les 
coordonnées rectilignes, rapportées des axes rectangulaires ou obliques, 
soient la variable réelle x et une fonction réelle j de cette variable. Si 
l’ordonnée jr, considérée comme fonction de l’abscisse x, est explicite et 
continue entre deux limites donnée» 

X =: X,, X = X,, 

la courbe sera certainement continue entre deux points qui auront pour 
abscisses x,, x,. Il y a plus; elle offrira entre ces deux points une seule 
branche correspondante à la valeur unique de la fonction jr. Si, au con- 
traire, la fonction J' demevirant explicite, devient discontinue entre les limites 
données, pour certaines valeurs particulières x, , x,,... de l’abscisse x, 
la courbe deviendra elle-même discontinue et se décomposera en diverses 
branches que limiteront des ordonnées correspotidanles à ces valeurs par- 
ticulières de X. Enfin, si l’ordonnée j-, considérée comme fonction de x, 
est implicite et déterminée par une équation qui admette plusieurs racines. 


Digitized by Google 


( 3‘9 ) 

chacune de ces racines, quand l’équation sera résolue, deviendra une lonc- 
lion explicite, continue ou discontinue, à laqueRe répondra ou une seule 
branche de courbe , ou le système de plusieurs branches que limiteront les 
ordonnées correspondantes aux solutions do continuité. Donc alors des 
branches distinctes pourront répondre , non*seulemenl à des valeurs 
diverses, mais encore à une valeur unique de l’abscisse x. D'ailleurs, dans 
le cas où, entre deux limites données de x, chaque valeur de la fonction 
implicite y est une fonction continue de x, et représente en conséquence 
une seule branche de courbe, il peut arriver que les diverses branches 
correspondantes aux diverses valeurs de se joignent par leurs extrémi- 
tés, de manière à former une courbe continue. C’est ce qui aura lieu , par 
exemple, si l’ordonnée jr est déterminée par l’équation (i). Alors, en effet, 
les deux valeurs de j, savoir 

V I — x:, — y^ i — X* , 

resteront, comme on l’a dit, fonctions continues dex entre les limites 

• . 

X = — I, X = I, 

et les deux branches de courbe correspondantes à ces deux valeurs seront 
deux demi-circonférences de cercle qui se joindront par leurs extrémités, 
de manière à reproduire la circonférence entière. C’est ce qui aura lieu 
encore si l’ordonnée^ est déterminée par l’équation 

(3) sin_r = x; 

car la courbe continue que représente l’équation (3) peut être considérée 
comme composée de plusieurs branches qni se joignent par leurs extré- 
mités, chaque branche ayant pour ordonnée, entre les limites 

X ~ — I, X = I, 

l’une des valeurs de y comprises dans les deux progressions 

. . . — 4» -t- arcsin X, — an arc sin x , arcsinx, an -I- arc sut x, 
4n -t- arc sin x, . . . , 

... — 3n — arc sin x, — n — arc sinx, n — arc sin x, 3n — arc siiix,.... 

Comme on vient de le remarquer, quand un exprime , en fonction de 
l’abscisse x, l’ordonnée d’une courbe continue, cette ordonnée admet 
souvent diverses valeurs représentées par diverses fonctions explicites de x. 
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Mais alors oti peut aussi représenter cbacunc des coordonnées x, j par une 
fonction toujours continue d’une autre variable s. 11 suffit pour cela que 
la lettre ^ désigne ou l’arc de la courbe continue, mesuré dans un sens 
déterminé à partir iriine origine fixe , ou une quantité qui croisse constam- 
ment avec cet arc. Ainsi, par exemple, si l’on nomme s un arc mesuré sur 
la circonférence de cercle que représente l'équation (i), à partir du point où 
celte circonférence coupe l’axe des x, et dirigé dans le premier instant, 
du cc>té lies ordonnées positives, les coordonnées x, ^ de cette même cir- 
conférence [wurront être représenté<-s par des fonctions de l’arc r, toujours 
continues, et liées À cet arc par les équations 

X = cos s , = sin t. 

Quand la courijc que l’on considère est, comme dans le cas précédent, 
une courbe fermée et rentrante sur elle-même, les coordonnées x,j, 
exprimées en fonction de Tares, sont évidemment des fonctions pério- 
iliques qui' reprennent les mêmes valeurs au moment où l’extrémité de 
Tare s, après avoir parcouru le périmètre entier de la courbe, retrouve la 
jvosition qu’elle occupait d’abord. 

§ III. — Smr tes fonetions continues de quantités f;éométnqties. 

Désignons par la lettre £ une variable imaginaire, ou, en d’autres ter- 
mes, une quantité géométrique variable dont r soit le module, et p Targii- 
ment. Posons d’ailleurs 

x = rcosp, j"=:rsin/). 

1^ variable 

(i) z = r^=x-*-jri 

sera propre à représenter Talïixe d’un point mobile A, qui aura pour coor- 
données polaires les variables réelles p, r, et pour coordonnées rectan- 
gulaires les variables «‘elles x, jr. 

Soient maintenant 

(a) Z=/?j.= 

une autre variable imaginaire, ou, en d’autres termes, une autrif quantité 
géométrique variable, propre à repiésenler Taflixe d’un autre point mobile 
B qui a pour coordonnées |»laircs les variables réelles P, R, et pour coor- 
donné-es rectangulaires les variables réelles A', y. Comme on Ta dit, dans le 
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précédent article, Z sera fonction de z, si le mouvement du point A entraîne 
le mouvement du point B, ou, ce qui revient au même, si les variables 
réelles X, y sont fonctions des variables réelles x,jr. D’ailleurs, certaines 
propriétés de Z considérée comme fonction de z pourront subsister uni- 
quement pour certaines valeurs de z comprises entre certaines limites , par 
exemple pour les valeurs de z propres à représenter les affixes de points 
renfermés dans une certaine aire S. Ajoutons que les lignes droites ou 
courbes qui limiteront l'aire S seront entièrement arbitraires. On pourra, 
pour fixer les idées, supposer l’aire S limitée extérieurement par un certain 
contour PQK composé de lignes droites ou courbes; et l’on pourra aussi la 
supposer comprise entre deux contours de cette espèce KLM, PQR, qui lui 
seiTfiraient de limite intérieure et extéiàeure 

Considérons maintenant d’une manière spéciale, parmi les propriétés que 
les fonctions peuvent offrir, celle qui fait le sujet principal de cet article, et 
que l’on nomme la continuité. Pour les fonctions des variables imaginaires, 
comme pour les fonctions des variables réelles, celte propriété se rattache 
à la considération des infiniment petits. Entrons à cet égard dans quelques 
détails. 

Une variable imaginaire est apjielée infiniment petite, lorsqu'elle con- 
verge vers la limite zéro [jinaljse algébrique , page a5o). Cela posé, pour 
que la variable imaginaire 

z = X + jr'i . _ 

soit infiniment petite, il suffira évidemment que les variables réelles x, jr 
soient infiniment petites, et, par suite, il suffira que le module 

r= Vx’-t-j"’ 

soit infiniment petit. Réciproquement, si le module r est infiniment petit, 
les variables x,y seront elles-mêmes infiniment petites, et, par suite, on 
pourra en dire autant de la variable imaginaire z. 

Soit maintenant 

Z =/(s) 

une fonction de la variable imaginaire z, et supposons que, pour chaque 
valeur de z propre à représenter l’affixe d'un point renfermé dans l'aire S, 
cette fonction admette constamment une valeur unique et Jinie. Si, en fiar- 
tant d’une telle valeur de z, on attribue à la variable z un accroissement 
infiniment petit Ç, la fonction cl Ic-méine recevra pour accroissement la dif- 
£i. d'Ja. ri dr n. malh.; T. IV. (40* llir.) 4' 
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/(* + ;)-/(*). 

qui dépendra en même temps de la nouvelle variable Ç et de la valeur de 
2. Cela pose, la fonction _/ (z) sera entre les limites assignées à la variable 
2, c’est-à-<lire, pour toutes les valeurs de z renfermées dans l’aire S, fonc- 
tion continue de 2, si pour chacune de ces valeurs, le module de la diffé- 
rence 

/(î + ?)-/(*) 

devient infiniment petit avec le module de Ç. En d'autres termes, /a Jonc- 
tion f{z) de la variable imaginaire z restera continue par rapport à cette 
variable entre les limites données, si, entre ces limites, un accroissement infi- 
niment petit de la variable s produit toujours un accroissement infiniment 
petit de la fonction elle-même. 

De plus, étant donnée une valeur particulière de z propre à représenter 
l’affixe d’un point déterminé A , la fonction f (z) sera dite fonction conti- 
nue de la variable imaginaire z, dans le voisiiutgc de la valeur particulière 
attribuée àz, si elle est continue pour toutes les valeurs de z propres à re- 
présenter les alfixcs de points situés cfens l’intérieur d’une aire même tres- 
petite qui renferme le point A. 

Enfin , lorsqu’une fonction f{f) de la variable imaginaire z cessera d’être 
continue dans le voisinage d’une valeur particulière dez, on dira que, pour 
cette valeur, elle est discontinue , et offre une solution de continuité. 

Ces définitions étant admises, considérons d’abord une fonction explicite 
de la variable z, cette fonction étant exprimée à l’aide des notations 
usuelles. Comme je l’ai remarqué dans le précédent article, cette fonction 
explicite offrira généralement, pour chaque valeur finie de z, une valeur 
unique complètement déterminée, et dès lors il sera facile de reconnaître, 
non-seulement si elle est ou n'est pas continue entre des limites données, 
mais encore entre quelles limites elle reste continue. 

Ainsi, par exemple, la fonction 

e'*— (r-*' 
sinz = : — > 

ZI 

qui admet pour chaque valeur particulière de z^uue valeur unique et finie , 
sera continue entre deux limites quelconques de la variable z, attendu que 
le module de 
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et, par suite, le module de la dilTérence 

sin (a Ç) — sinz = asin ^ cos ^a -t- 

décroissent indéfiniment avec le module de Ç , quelle que soit d'ailleurs la 
valeur finie que l’on attribue à z. 

Si , en désignant par c une constante réelle ou imaginaire , et par A un 
nombre constant, on envisage, sous le rapport de la continuité les six 
fonctions simples 

C-hZ, C — Z, CZ, , sinz, cosz, 

on reconnaîtra que chacune d’elles reste continue par rapport à z entre des 
limites quelconques. On pourra encore en dire autant de toute fonction 
entière de la variable z. 

Au contraire, une fonction rationnelle, mais non entière, dez deviendra 
discontinue pour les valeurs de z qui la rendront infinie. Ainsi, par exemple, 
la fonction 


deviendra discontinue, en devenant infinie, pour z = o; mais elle sera 
continue dans le voLsinage de toute valeur finie de z distincte de zéro. 

Le nombre des valeurs dez, pour lesquelles une fonction y(z) devient 
discontinue en devenant infinie, peut être ou fipi ou même infini. Ce 
nombre est toujours fini, lorsque J\z) se réduit il une fonAion rationnelle 
de z. Il deviendrait infini si f \z) était une fonction rationnelle 'de sinz et 
cosz. Ainsi, par exemple , la fonction < . 


. nni 


T 


devient discontinue , en devenant infinie , pour toutes les valeurs d<l com- 
prises dans la progression arithmétique * ' ' ' 



par conséquent, pour une infinité de valeurs de z, propres à représenteriez 
affixes de points équidistants, séparés les unes des autres, et situés sur 
l’axe polaire. 

Il arrive souvent qu’une fonction explicite Z de la variable imaginaire z 
devient discontinue , même sans cesser d’être finie, pour une infinité de va- 

4i.. 
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leurs de z propres à représenter les aiïixes de tous les points situés sur cer- 
taines lignes, ou certaines portions de lignes droites ou courbes, que nous 
appellerons lignes (T arrêt. 

Ainsi, par exemple, si l’on envisage, sous le rapport de la continuité, les 
deux fonctions 


z', Iz, 

la lettre caractéristique I indiquant un logarithme népérien, on reconnaî- 
tra que ces deux fonctions deviennent discontinues, toutes les fois que les 
variables réelles ar, j', liées à la variable imaginaire zpar l’équalion 

Z = x +^i, 

vérifient les conditions 

(3) x= ou <o, jr = O. 


Donc alors, il existe une seule ligue d’arrêt, qui n’est autre que l'axe 
polaire , indéfiniment prolongée , à partir de l’origine du côté des abscisses 
négatives. 

Ainsi encore, si l’on envisage, sous le rapport de la continuité, la fonc- 
tion 


arc tang z = 


l{i-4-ii)— 1(1— »i) 

, 

31 


on reconnaîtra qu’elle devient discontinue, toutes les fois que, dans la 
variable imaginaire z = x les variables x, jr vérifient les conditions 

(4) x=o, jr*= ou > I. 

Donc alors , il existe deux lignes d'arrêt qui se réduisent à deux parties 
distinctes de l’axe des ordonnées, indéfiniment prolongé, dans le sens des 
ordonnées |>ositives, à partir du point dont l’ordonnée est i , et dans le sens 
(les ordonnéîes négatives, à partir du point dont l’ordonnée est — i. 

Les extrémités des lignes d’arrêt seront nommées points ff arrêt : tels 
sont, par exemple, le pôle, ou, en d’autres termes, l’origine, dans la ligne 
d’arrêt correspondante à chacune des fonctions 


et les deux points situés sur l’axe des ordonnées à la distance i de l’origine, 
dans les deux lignes d’arrêt correspondantes à la fonction arc tang z. 
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Dans les cas semblables à ceux que nous avons traités jusqu’ici, c'est-Â- 
dire quand une fonction de la variable imaginaire z est une fonction expli- 
cite représentée par l’une des notations usuelles, il ne dépend pas du calcu- 
lateur de faire disparaître les solutions de continuité que la fonction peut 
offrir. Ces solutions de continuité sont, en effet, une conséquence immédiate 
des conventions à l'aide desquelles on a fixé le sens des notations adoptées. 


Il est donc certain, comme je l’ai dit ailleurs (tome H du Journal de 
M. Liouville, page 3 î3), que la nature des conventions a une in/luerwe nutr- 
quée sur le caractère des fonctions considérées comme continues , de sorte 
qu’en passant d’un sjrstème de' conventions à un autre , on peut rerulre dis- 
continues des fonctions qui étaient contiiutes , et réciproquement. 


% 


Parmi les fonctions explicites, représantées à l’aide des notations usuelles, 
on doit distinguer celles qui ne cessent d’être continues qu’en devenant 
infinies. Nous les appellerons monodromes. Une fonction jx>urra d’ailleurs 
être monodrome, seulement pour les valeurs de z correspondantes aux 


points intérieurs d’une certaine aire S renfermée dans un certain contour 


PQU, ou entre deux contours donnés KLM, PQR. Dans tous les cas,le mot 


monodrome parait exprimer assez bien la propriété delà fonction que l’on 
considère, puisque celle-ci varie par degrés insensibles, en acquérant à cha- 
que instant une valeur unique, tandis que le point mobile A correspondant 
à l’affize Z court çA et là , sans sortir de l’aire S, ou tourne autour de* 
points singuliers correspondants à des valeurs infinies de, la fonction. 

On peut citer, comme exemples de fonctions monodromes, non-seule- 
ment les deux fonctions . . • _ ' • 

* * . * 
tangz. 


mais encore les fonctionsj'ationnelles de z, de e', de sin z, de eus z, etc. 

Ainsi qu’on vient de l’expliquer, pour mettre en évidence la nature et 
les propriétés d'une fonction explicite Z de la variable imaginée z, il est 
surtout nécessaire d’avoir égard aux diverses positions que peut prendre le 
point mobile A qui a z pour affixe. Parlons maintenant des positions que 
peut prendre le point mobile B dont l’affixe est Z. Tandis que le point A 
parcourra en tous sens le plan des affixes , le point B pourra décrire ou 
ce plan tout entier, ou seulement une portion de ce meme plan. Dans le 
dernier cas, la portion décrite sera ce que nous nommerons la région 
correspondante à la fonction explicite z, et les lignes droites ou courbes 
qui serviront de limites à cette région, seront appelées lignes terminales. 
Ces lignes terminales correspondront évidemment aux ligues d’arrêt, de telle 
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sorte qu’au moment où le point mobile A dont 2 est l’alBxe atteindra 
une ligne d’arrêt, le point mobile B dont Z est l'alfixe atteindra une 
ligne terminale. 

Si l’on considère, par exemple, la fonction explicite 



on reconnaîtra, non-seulement que cette fonction devient discontinue au 
moment où le point mobile A atteint la ligne d’arrêt représentée par la 
formule (. 3 ), c’est-à-dire l’axe des x, indéCniment prolongé à partir du 
pôle du côté des x négatives, mais encore que les valeurs diverses de cette 
fonction explicite sont les affixes de points situés du côté des x posi- 
tives, et qu’en conséquence cette Jonction représente l’affixe d’un point 
mobile B compris dans une région spéciale , savoir, dans la partie du plan 
<les xf qui, s’étendant à l’infini du côté des x positives, a pour ligne ter- 
minale l’axe des ordonnées. 

Si à la fonction i' on substituait la suivante - 

I2, • 

qui devient encore discontinue au moment où le point mobile A rencontre 
l’axe des X, du côté ‘des x négatives, la région parcourue par le point 
mobile B, ou, en d’autres termes, la région correspondante à la fonction 
I 2 cesserait de s’étendre à l’infini du côté des x positives, et se réduirait à 
la portion du plan des affixes, comprise entre deux lignes terminales 
parallèles à l’axe dès et situées de part et d’autre de cet axe à la di- 
stance n. 

Enfin , si l’on considérait la fonction 

, , l(i-)-ii) — I(i — »i) 

arc tang 2 = -S Vi ' 

qui devient discontinue au moment où le point mobile A rencontre l’axe 
des^, à une distance du pôle égale ou supérieure à Tunitc, la région 
parcourue par le point mobile B, c’est-à-dire, en d’autres termes, la 
région correspondante à la fonction arc tang 2, se réduirait à la portion du 
plan des affixes comprise entre deux lignes terminales parallèles à l'axe 
des^ et situées de part et d’autre de cet axe à la distance 

Il arrivesouvent que deux fonctions explicites d’une variable imaginaire z 
sont égales entre elles pour certaines valeurs de cette variable, et inégales 
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pour tl'autres valeurs. Ainsi, par exemple, si c représente une valeur 
particulière de la variable z, les deux fonctions explicites 


seront égales entre elles, quand les arguments princi[>aux de c et de : 
fourniront une somme comprise entre les limites — n, + ;r. On ne doit donc 
pas s’étonner de voir correspondre à ces deux fonctions des lignes termi- 
nales distinctes, et à ces lignes terminales des lignes d’arrêt distinctes. 
•Si, pour fixer les idées, on nomme a l’argument principal de la constante c, 
et si cet allument est positif, alors, pour obtenir la ligne terminale et la 
ligne d’arrêt correspondantes à la fonction 



il suffira de faire tourner autour du pôle la ligne terminale et la ligne 

d’arrêt correspondantes à la fonction Z ', en imprimant à ces dernieres 
lignes un mouvement de rotation direct, de telle sorte que le rayon 
vecteur mené de l'origine à un de leurs points décrive un angle égal à s. 

Supposons h présent que l’on considère non plus une fonction explicite, 
mais une fonction implicite Z de la variable imaginaire z. Cette fonction 
pourra être déterminée ou isolément par une équation unique , ou avec 
d’autres fonctions implicites, par un système d’équations dont le nombre 
devra être égal à celui des fonctions elles-mêmes. Dans l’un et l’autre cas, 
Z admettra, pour chaque valenr de'z, une ou plusieurs valeurs qui pour- 
ront devenir ou infinies, ou égales entre elles, pour certaines valeur.s 
particulières de la variable z. Les points dont ces valeurs particulières de : 
seront les affixes, prendront le nom de points singuliers. 

Soient maintenant 

diverses valeurs successivement attribuées à la variable im.aginaire z, et 

^,1 I • ■ • 

V» 

"des valeurs correspondantes d’une fonction explicite ou implicite Z, en sorte 
que Z, désigne une des valeurs de Z correspondantes à la valeur z, de z; Z„ 
une des valeurs de Z correspondantes à la valeur z, de z; et ainsi de suite. 
Soient d’ailleurs 


A,, A^, . . . 
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les points qui ont pour alHxes les quantités géométriques 

• >*»>*»>••• » 
et soient encore 

n, B., B„... 

les points qui ont pour alOxes les quantités géométrique» 

> •Z, 1 • • • 

Enfin concevons que, le nombre des points A,, A^, A,,..., devenant 
infini, leur système se réduise à une courbe continue A, A, A^. . décrite 
par un point mobile A correspondant à une affixe variable z. Le système 
O des points B,, B,, B_, , pourra, dans certains cas, c’est-à-dire, pour cer- 

taines formes de la fonction Z,, ou des équations qui lu déterminent, et 
pour certaines formes de la courbe continue A, A, A,..., se réduire 
lui-même à une courbe continue B B, B,..., décrite par un point mo- 
bile B correspondant k une affixe variable z. Alors la courbe continue 

A, .\, A, .. . sera ce que nous nommerons le chemin (*) du point A, et la 
courbe continue B, B, B,... sera le chemin correspondant du point fi. 

r>a nature d’une fonction implicite Z , c’est-à-dire , en d’autres termes , la 
• nature de l’équation ou des étpiations qui déterminent Z, peut être telle, 

qu’à une courbe continue A, A, considérée comme chemin du 

point mobile A, corresponde toujours une autre courbe continue 

B, B, B, . . . , propre à représenter le chemin du point mobile B, quelle que 
soit d’ailleurs , parmi les valeurs de Z correspondantes à z = z^ , celle que 
l’on prendra pour l’affixe Z, du point B,. Il peut arriver aussi que cette con- 
dition, étant généralement remplie, cesse de l’étre dans le seul cas où les 
.affixes de quelques-uns des points B, , B„ , B^ , . . . deviennent infinies, et où, 
par suite, la courbe B,B^B, ... se trouve remplacée par le système de 
plusieurs courl>es dont chacune reste continue, mais s'étend à l’infini. Dans 
l’une et l’autre byjmtbèse, si le chemin .A, A,A,... du point mobile A 
ne renferme aucun point singulier, le chemin correspondant B,B^B,. .. 
du point mobile D, partant d'une position donnée B,, dans laquelle il avait 
pour affixe la valeur Z, de Z, sera toujours une courbe continue; et alors, 
ce dernier chemin n'étant jamais interrompu, n’olTrant aucune solution do 

(*j Le nom <le chemin, ap|iliqtiè i la courbe que dérril le iwinl A, a élé, si je ne me 
trompe y employa pour la pretnierc fois parM. Puiseux, clans un remarquable Mcinoiro qui 
a pour titre : Rrchrrvhrs sur les fonctions algébriques. { roif le Journal de Mathématiques de 
M. Liouville, page ZijOy tonie XV.) 
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contiuuité, la fouclioii Z, sera dite A>odique (de tusdcir, pei-wus; tuoâta, 
Jacilis via). * , 

Ajoutons qii'nne fonction implicite Z de la variable imaginaire z sera 
évodique seulement (‘.ntre certaine» linùtes , c'es.t-k-Anp pour les valeurs 
de Z propres à représenter lesaffixesde points situés clans l’intc’rieur d’une 
certaine aire S, si la condition ci-dessus énoncée’ne se voriGe.que ‘clans le 
cas oie le chemin A,A^A,... du point mobile A est une courbe continue 
renfermée tout entière dans l’intérieur de l’aire S. 

Concevons à présent que l’on parvienne à résoudre l’équation ou les 
équations qui servent à déterminer une fonction implicite Z de la variable 
imaginaire z, et à exprimer les diverses valeurs de cette fonction k l’aide 
des notations usuelles. Ces diverses valeurs deviendront des fonctions expli- 
cites de Z, et chacune des fonctions explicites ainsi obtenues admettra géné- 
ralement, pour chaque valeur finie de z, une valeur unique complètement 
déterminée. Mais ces mêmes fonctions pourront devenir discontinues potir 
des valeurs particulières de z, qui les rendront infinies; comme aussi pour des 
valeurs de z propres à représenter des affixes de [>oinls situés sur certaines 
lignesque nous avons appelées lignes (T arrêt. D’ailleurs, à ects lignes d’arrêt 
dont chacune limite la course du point mobile A, à l’instant où l’une des 
fonctions explicites ci-dessus mentionnées cesse d'être continue, corres- 
pondront d’atitres lignes que nous avons appelées lignes terminales^ et qui 
limiteront, dans les mêmes circonstances, la course du |>oint mobile B. 

Cela |M)sé, considérons s|H'cialement le cas où la fonction implicite Z est 
du nombre de celles que nous avons nommées fonctions évodiques; et soit, 
dans cette hypothèse. A, A^ A,... une courbe continue qui représente un 
chemin attribué nu point mobile A dont l’affixe est z; soit encore 
le chemin correspondant que devra prendre le (x>int mobile B, dont l’affixe 
est Z, en partant d’une position donnée B,, dont l’allixeest une valeur par- 
ticulière de Z. l.e cheniin BJf^B^... se réiluira lui-même soit k uiie seule 
courbe continue,- soit au système de deux ou de plusieurs courbes conti- 
nues qui pourront offrir des parties communes. Il se rt-duira effectivement 
k une seule courbe continue, si le chemin A, .\„A^... ne renferme m/crm 
point singulier. Mais cefte courbe unique sera remplacée par le système île 
deux ou plusieurs courbes qui s’étendront k l’infini, si le chemin A,A^,A^... 
renferme des points singuRcrs dont les affixes fournissent des valeurs infi- 
nies de Z, et la courbe ou les courbes dont il s’agit sc ramifieront toujours 
k partir de points sipguliers qui correspondraient à des valeurs de z pour 
lesquelles deux ou plusieurs des valetirs de la fonction implicite Z devien- 
fAn. n dr Vh. T. tv. (47« li»r. ) 4^ 
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draient égales entre elles. Ajoutons que, dans la première hypothèse, c'est- 
à-dire quand le chemin A,A„A,... ne renfermera aucun point singulier, 
l'afHxe Z du point nrobile B, dont le chemin éera une seule 

courl>e continue, pourra être représentée tantôt par une fonction explicite 
de 2 , tantôt par une autre, attendu que chacune des fonctions explicites 
qui exprimeront les diverses valeurs de Z devra être remplacée par une 
autre fonction explicite à partir de l'instant où le point mobile B, après 
avoir eu la première fonction pour affîxe, atteindra une ligne terminale 
correspondante à cette même fonction. On doit en conclure que, dans le 
cas où une fonction évodique Z admet diverses valeurs, les diverses fonc- 
tions explicites propres à les représenter correspondent, dans le plan des 
affixes, à diverses régions séparées les unes des autres par certaines lignes 
terminales. D'adleiirs, au moment où le point B, dont l’affixe est Z, attein- 
dra une de ces lignes terminales, le point A, dont l’affixe est z, atteindra 
une ligne ef arrêt correspondante. 

Vérifions ces remarques sur quelques exemples, et d’abord sup|iosons la 
fonction implicite 

Z = R^= X + n, 

liée à la variable imaginaire 

Z = r, = X -H ji, 

par l’équation 

(5) Z»=z. 

La résolution de cette équation fournira pour valeurs de Z deux fonctions 
explicites de z, données par les formules 

(6) Z = z^ 

( 7 ) Z=-xk 

Ces deux fonctions explicites deviendront égales entre elles, et s’évanoui- 
ront toutes deux pour une valeur nulle de la variable z; par conséquent, 
le point dont l'affixe est nulle, c’est-à-dire le pôle, sera un point singulier. 
D'ailleurs, chacune des fonctions explicites 

i i ' 

f , — z- , 

quoique généralement continue, deviendra discontinue pour toute valeur 
réelle, mais négative dejr, attendu que si, en attribuant à x une valeur 


Digitized by Google 


( 3i. ) 

négative — /■, on fait converger^- vers la limite zéro, la fonction conver- 
gera elle-inème vers la limite i,^uand/ sera supposé positif, et vers la 
limite — /■’ i, quand jr sera sup|>osé négatif. En d’autres termes, chacune 

des fonctions explicites Z* , — deviendra discontinue pour toute valeur 
de Z propre à représenter l’affixc d’un point situé sur l’axe des x, du côté 
lies X négatives, et par conséquent sur la ligne d’arrêt qui, représentée par 
les formules (3), a pour extrémité l’origine. De plus, à cette ligne d’arrêt qui 

limite la course du point mobile A à l’instant où l'une des fonctions z" , 

— Z’ cesse d’étre continue, correspondra une ligne terminale qui limitera 
au meme instant la course du point mobile R; et cette dernière ligne, qui 
sera précisément l’axe des ordonnées, séparera l’une de l’autre, dans le plan 
des alTixes, les deux régions qui seront occupées l’iine par les points dont 
les affixes seront les diverses valeurs de la fonction explicite z‘ , l’autre par 
les points dont les aifixes seront les diverses valeurs de la fonction expli- 
cite — z’. EnBn la fonction implicite Z, liée à la variable imaginaire z par 
l'équation (3), sera certainement évodique. Car, si l’on exprime Z non plus 
en fonction de la variable z, mais en fonction du mo<lule r et de l’angle p, 
liés à z par la formule 

(8) z = r,= re'’‘, 

on obtiendra l’équation 

(g) _ Z = rîeî'’‘, 

dans laquelle il suffira de faire varier p entre les limites — os , œ , ou 
même entre les limites — an, -l- an, pour que le second membre devienne 
propre à. représenter une valeur quelconque de Z. Or, si, en partant d’une 
certaine position correspondante à des valeurs déterminées de r et p, le point 
mobile A, dont l’affixe est z, décrit une courbe continue A,A,A,..., on 
pourra satisfaire à la formule (8) par des valeurs de r et p qui varieront 
avec s par degrés insensibles; et à ces valeurs de /■, p répondra évidemment, 
en vertu de la formule (g), iVne valeur de la fonction implicite Z, qui 
variera elle-même par degrés insensibles avec la variable z. Donc alors le 
point mobile B, dont Z sera l’affixe, décrira, comme le point A, une courbe 
continue B.R.B, 

En résumé, la fonction impliciCé Z, liée à z par l’équation (S), est une 
fonction évodique qui, pour chaque valeur de z, acquiert deux valeurs 

4a.. 
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distinctes; et ces deux valeurs peuvent être réduites aux deux fonctions 
explicites . ' . ' 


dont chacune devient discontinue, en devenant l’aiTixe d’irn point situé sur 
l'axe des ordonnées, au moment où la variable s devient elle-même l’aflixe 
d’un poiut situé stir Taxe, des x du côté des x négatives. Kn conséquence, 
la partie de l'axe des abscisses, sur la<|uelle se comptent les abscisses néga- 
tives, et l'axe des ordonnées, sont la ligne d'arrêt et la ligne terminale qui 
servent à limiter simultanément la course du |K)int A, dont l’afCxe est la 
variable 2 , et la course du point B, dont l'afllxe est l’iinc des fonctions 

• > I 

explicites *' , — De ces deux lignes, la seconde, c'est-à-dire l'axe des 
ordonnées, est précisément celle qui sépare l'une de l'autre les régions 

occupées par les points dont les afBxes sont de la forme 2 ’ et de la forme 


Si à l'équation (a) on substituait la suivante: 


( 10 ) 


Z*-i- 


I, 


la fonction implicite Z serait encore une fonction évodique qui, pour chaque 
valeur de z, offrirait généralement deux valeurs distinctes, ces deux valeurs 
étant les fonctions explicites déterminées par les formules 

(II) Z = {,-2*7, 


(12) • Z=-(,-2’)\ 


D'ailleurs, chacune de ces fonctions explicites devient discontinue au mo- 
ment où 2 devient l'affixe d'un point situé sur l'axe des x à une distance 
de l'origine plus grande que l'unité, et, à ce moment, chacune des formulas 
(i 1 ), (la) fournit deux valeurs de Z égales aux signes prés, mais affectées 
de signes contraires, qui représentent les nffixes de deux points situés sur 
l’axe des ordonnées. Donc, dans le cas ptx'-sent, les deux valeurs de Z, déter- 
minées pâr les formules (1 1), (i a), correspondent encore à deux régions sé- 
parées l’une de l’autre |>ap l’axe des ordcJAiiéesJ et à cet axe, considéré 
comme ligne terminale, correspondent deux lignes d'arrêt représentées par 
les formules 

(i3) jr’ = ou > I, = O. 

* • * • * 

Ajoutons que les extrémités de ces deux lignes d’arrêt sont précisément les 
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lieux points d'arrêt dont les coordonnées sont fournies par les équations 
(i4) x*=i, J = o, 

c'est-â-ilire les deux points situés sur l'axe des abscisses, à la distance i de 
l’origine. 

Si à l’équation (io)on substituait la suivante t 

(. 5 ) ' ' /»(!-=*)=.,■ 

la fonction implicite Z serait encore une fonction évodique qui, pour chaque 
valeur de a, offrirait deux valeurs distinctes, ces valeurs étant les fonctions 
explicites déterminées par les formules 

(i6) Z = (i-a»r^ 

Alors aussi à ces deux fonctions explicites correspondraient encore deux 
régions, séparées l’une de l’autre par l’axe des ordonnées; mais ces deux 
fonctions deviendraient discontinues au moment où z serait l’alBxe d’un 
point situé sur l’axe desar, à une distance de l’origine plus petite que l’unité. 
Doue alors, à l’axe des ordonnées, considéré comme ligne terminale, cor- 
respondrait une seule ligne d’arrêt, représentée par les formules 

(i8> x’ = ou < I, j- = o. 

Ajoutons que les extrémités de cette ligne d’arrêt seraient encore les deux 
points d’arrêt dont les coordonnées sont fournies par les équations (i 4 )- 
Mais les valeurs de Z, correspondantes à ces points d’arrêt, sont nidles 
quand on part de l’équation (lo), et infinies <|uand on part de l’équation (i 5 j. 

Enfin, si l’on supposait la fonction implicite Z liée à la variable imagi- 
naire Z par l’équation 
(19) . e*=z, 

Z offrirait, pour chaque valeur de z, une infinité de valeurs distinctes, re- 
présentées par les fonctions explicites qui constituent les divers termes de 
la progression arithmétique 

( ao) . . . , 4 " ' + 1 -- 2 tr i -e I Z, 1 z, a n i 1 z, 4 ir i -+- 1 z, .... 

D’ailleurs, en vertu de la formule (19), Z serait encore une fonction évodique 
de z. Car si l'on exprime'Z; non plus en fonction de z, mais en fonction du 
module r et de l’angle p liés A 2 par la formule (8), on obtiendra 1 équation 

(ai) Z = l{r)-h pi, ■ • ■ 
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ilaos laquelle il suffira de faire varier p entre les limites — °o , -f- » > pour 
que le second membre devienne propre à représenter une valeur quel- 
conque de Z. Or, si en partant d’une certaine position correspondante à des 
valeurs déterminées de ret p, le point A, dont l'affixe est z, décrit une 
courbe continue A, A, A,..., on pourra satisfaire à la formule (8) en attri- 
buant krel P des valeurs qui varient avec z par degrés insensibles; et à ces 
valeurs de r, p répondra évidemment, en vertu de la formule (ai), une va- 
le.ur de la fonction implicite Z, qui variera elle-mèine, par degrés insen- 
sibles, avec la variable z, si la- courbe A, A^ A,,., ne renferme pas le point 
d'arrêt dont l’affixe se réduit à zéro, c'est-à-dire l’origine des coordonnées. 

D’autre part, chacune des fonctions explicites qui constituent les divers 
termes de la série (ao) deviendra discontinue au moment où z deviendra 
l’affixe d’un point situé sur la ligne d’arrêt que représentent les formules ( 3 ), 
c’est-à-dire d’un point situé sur l’axe des x, du côté des x négatives; et à 
ce niuiiient, ces fonctions elles-mêmes deviendront les affixes de points 
situés sur des ligues terminales qui se réduiront à des droites équidistantes 
et parallèles à l’axe des x, la distance de deux droites voisines étant égale 
a a )t. 

Donc, en définitive, la fonction Z, liée à z par l’équation (19), sera une 
fonction évodique qui, pour chaque valeur de 2, offrira une infinité de va- 
leurs distinctes correspondantes à une infinité de régions dont chacune 
sera comprise entre deux des droites parallèles que nous venons de men- 
tionner. 

Il importe d’observer que, dans le cas où à une même valeur de la va- 
riable imaginaire z correspondent diverses valeurs de la fonction implicite Z, 
ces diverses valeurs, exprimées à l’aide des notations usuelles, et ainsi con- 
verties en fonctions explicites, peuvent généralement revêtir une infinité de 
formes distinctes. D'ailleurs, si l'on compare l'un à l'autre deux systèmes de 
fonctions ex|>licites dont chacun est propre à représenter les diverses valeurs 
de Z, on reconnaîtra que ces fonctions, prises deux à deux, peuvent coïn- 
cider entre certaines limites, sans être généralement égales entre elles; et qu’à 
deux semblables systèmes «le fonctions explicites correspondent, pour l’or- 
dinaire, deux systèmes de lignes d’arrêt et deux systèmes de lignes termi- 
nales. . 

. Ainsi, par exemple, si la fonction implicite Z est liée à la variable imagi- 
naire z par réqnation '(5 ), les deux valeurs qu’admettra cette fonction pour- 
ront être suppostVs déterminées non-seulement par les formides (6)et (7), 
mais encore par une infinité d’autres formules, et en particulier par les 
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suivantes : 



c désignant une constante quelconque réelle ou imaginaire. 

D’ailleurs, d’après une remarque précédemment faite, si l’on nomme si 
rargunient principal de la constante c supposée imaginaire, il sufTira, pour 
obtenir la ligne d’ari-èt et la ligne terminale correspondantes aux fonctions 
explicites que déterminent les formules (la), (a 3 ), de faire tourner autour 
du pôle la ligne d’arrêt et la ligne terminale correspondantes aux fonctions 
que déterminent les formules (6) et (7 ), en imprimant à ces dernières lignes 
un mouvement de rotation direct si sr est positif, on rétrograde si ta est né- 
galif, de telle aorte que le rayon vecteur, mené de l’origine à un de leurs 
points, décrive un angle égal à a. 

Il est bon d’observer qu’à une fonction implicite détermime par une 
équation unique ou par un système d’équations simultanées, correspond un 
système unique de points singuliers, par conséquent un système unique 
de points d’arrêt servant d’extrémités aux lignes d’arrél, quelles que soient 
d’ailleurs ces dernières lignes. Ainsi, par exemple, à la fonction implicite Z, 
déterminée par l’équation ( 5 ), correspond un seul point d’arrêt qui coïncide 
avec l'origine, et dont l’affixe est la valeur o de x, pour laquelle les deux 
valeurs de Z, fournies par les formules (6) et (7), ou par les formules ( 11 ) 
et (2 3 ), deviennent égales entre elles. 
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Sur les différentielles de quantités algébriques ou géométrùiues , 
et .sur les dérivées des fimctions de ces quantités. 


Dans le Mémoire sur l’Analrse infinitésimale, placé eu tète du troisième 
volume de cet ouvrage, sont expos»'s les principes qui me paraissent devoir 
servir de base au calcul différentiel. Je vais indiquer aujourd’hui les con- 
séquences qui SC déduisent de ces principes, quand il la notion de varial^les 
imaginaires on substitue celles de quantités géométriques variables. 

$ I*''. — Sur tes differtntU'Urs dt r/uantités algébrir/ues ou ^vomêtrirjuss. 

£n substituant, dans le .Mémoire sur l’Analyse infinitésimale, les mots 
quantités géométriques aux mots expressions imaginaires, on obtient à la 
place des définitions et formules données dans ce Mémoire, celles que je 
vais transcrire ; 

Les différentielles de plusieurs quantités algébriques ou géométriques 
variables sont d'autres quantités algébriques ou géométriques dont les 
rapports sont rigoureusement égaux aux limites des rapports entre les 
accroissements simultanés et injiniment petits des variables proposées. 

La déGnjtiou précédente suppose évidemment qu'en vertu des équations 
qui lient entre elles les quantités algébriques ou géométriques dont il 
s’agit, ces quantités varient les unes avec les autres par degrés insensibles, 
ou, en d’autres termes, que ces qiiantiti^, considértx's comme fonctions 
de quelques-unes d’entre elles, en sont des fonctions continues, du moins 
dans le voisinage des valeurs attribuées aux variables considérées comme 
indépendantes. 

Kous indiquerons, suivant l'usage, les accroissements simultanés finis ou 
inGniment petits des variables, à l’aide de la lettre caractéristique A, et 
leurs (\jfTérenticlles à l'aide de la lettre caractéristique d. 

Il imparte d’observer que, dans le cîls même où chacun des rapports 
entre les accroissements infiniment peüts des variables proposées converge 
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vers une limite unique et finie, la définition précédente ne détermine pas 
roinplétement les différentielles de ces variables, mais seulement les rap- 
ports qui existent entre ces différentielles. On pourra donc toujours dis- 
Itoser arbitrairement, au moins de la différentielle d’une variable. 

D’ailleurs, la différentielle ou les différentielles qui resteront arbitraires, 
pourront être supposér<‘s ou constantes ou variables, et, dans le dernier 
cas, il suffirait de les faire converger vers la limite zéro pour les trans- 
former, avec les autres difléreutielles, en quantités infiniment petites. Mais 
cette transformation n’offrirait aucun avantage, et tout au contraire, il peut 
être souvent utile d'attribuer aux différentielles des valeurs finies. En con- 
si-quencc, nous continuerons à regarder les dilférentielles comme des 
quantités finies, ainsi que nous l’avons fait dans le Mémoire déjà cité. 

De plus, nous attribuerons aux quantités diverses, comme il parait con- 
venable de le faire, des différentielles de même nature que leurs accroisse- 
ments. En conséquence, les différentielles de quantités algébriques seront 
des quantités algébriques, et les différentielles de quantités géométriques 
seront des quantités géométriques. 

Enfin, comme dans le Mémoire cité, nous appellerons variable primitive 
une quantité algébrique variable qui aura pour différentielle l’unité. Cette 
variable primitive pourra d’ailleurs être ou l’une des variables indépen- 
dantes proposées, ou une variable nouvelle avec laquelle on fera varier 
toutes les autres. 

La considération de la variable primitive simplifie l’énoncé de la défi- 
nition que nous avons donnée des différentielles. En effet, soient t la va- 
riable primitive, et At = I un accroissement infiniment petit attribué à 
cette variable, /.n tiiffereiitielle dx d’une variable quelconque s sera évi- 
demment la limite du rapport entre les accroissements injiniment petits Ar 
et i de cette variable et de la variable primitive. 

En partant de cette définition, on établira sans peine, comme dans le 
.Mémoire cité, les régies relatives à la différentiation des quantités soit 
algébriques, soit géométriques. 

Ainsi, par exemple, a, b, c désignant des quantités algébriques ou géo- 
métriques constantes, et .r, u, v, w, ... des quantités algébriques ou géomé- 
triques variables, l’équation linéaire 

(i) s =: au -h bv -h CW -t- ... 

entraînera la formule 

(a) dr = rtdn -t- ide -t- cdie 

Et. s An tiSr Hri. -«I*., T. IV. (47* li«r.) 43 
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Eli conséquence, l’équation linéaire 

(3) 2 = x + /i, 

qui sert à exprimer l’afûxe z d’un point mobile A en fonction des coor- 
données rectangulaires x,jr de ce même point, entraînera la formule 

(4) [dz = dx 4- i dj'. 

Concevons maintenant que, x, jr, z, ... étant des variables dépenduiites 
ou indépendantes les unes des autres, on nomme s une fonction de ces 
variables. Désignons d’ailleurs, à l’aide des notations 

d,r, d^f, d.i,..., 

les différentielles partielles de s successivement considéré comme fonc- 
tion de X, comme fonction de comme fonction de z,.... Alors, en 
raisonnant comme dans le troisième volume [pages 37 et 28], on ob- 
tiendra la formule 

(5) dr = d^j -+- d^j -f- d,s -f- ..., 

en vertu de laquelle la différentielle totale dr sera la somme des diftéren- 
tielles partielles d,s, d,s,.... 


§ II. — Sur tel {iérivéer des fonctions rie quantités atgébnques. 

Soient x une quantité algébrique variable, ou, en d’autres termes, une 
variable réelle, et 

X = J\x) 

une fonction réelle ou imaginaire de cette variable. Soient encore Ax un 
accroissement fini ou infiniment petit attribué à la variable x, et AA' l’ac- 
croissement correspondant que prendra la fonction X. Si l’on assigne à x 
une valeur telle que, dans le voisinage de cette valeur de x, la fonction X 
demeure finie et continue, alors à une valeur infiniment petite de l’ac- 
croissement Ax, correspondra une valeur infiniment petite de l’accroisse- 
ment Abîmais tandis que les deux accroissements Ax, A AT s’approcheront 

indéfiniment l’un et l’autre de la limite zéro, leur rapport ^ s’approchera 

lui-même, pour l’ordinaire, d’une limite finie et déterminée, qui pourra 
être finie ou infinie. Cette limite est ce qu’on nomme la dérivée de la fonc- 
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tion X ou f{x). On la représente à l’aide de la lettre caractéristique D, |>ar 
la notation (*) 

DJf ou 

ou, mieux encore, par la notation 

D^X ou D^/{x), 


dans laquelle la lettre x, placée au bas de la lettre caractéristique D, aver- 
tit le lecteur qu’il s’agit d’une dérivée prise par rapport à la variable x. Ajou- 
tons que la dérivée de X, relative i x, se confond évidemment, d'après sa 
définition même, avec le rapport différentiel, de ^ à x, c’est-à-dire avec le 
d ÎT 

rapport des différentielles d A", dx. On a donc identiquement 


(■) 

et 

(>) 


dx 


X, 


d A = Dx Adx. 


Concevons, pour fixer les idées, que la fonction réelle ou imaginaire A de 
la variable réelle x soit l'une de celles qui peuvent être exprimées à l’aide 
des notations usuelles. Sa dérivée sera, pour l’ordinaire, une quantité com- 
plètement déterminée. Toutefois, elle pourra cesser d’étre déterminée, et 
acquérir deux ou plusieurs valeurs distinctes, ou même une infinité de va- 
leurs diverses, pour certaines valeurs particulières assignées à la variable x. 
Ainsi, (>ar exemple, si Ton pose 

A = X sin i I 


la dérivée de A deviendra indéterminée pour x = o, et acquerra, dans cette 
hj’jmtlièse, une valeur égale à celle de la fonction sin par conséquent, 

représentée par une quantité réelle comprise entre les limites — i, -f- i. 

En général, on peut dire que, parmi les fonctions d’une variable réelle, 
les unes sont complètement déterminées, tandis que les autres cessent de 
l’étre, au moins pour certaines valeurs particulières de la variable. 

Coucevons maintenant que, x,jr, z,... étant des quantités algébriques 
variables , dépendantes ou indépendantes les unes des autres , on nomme s 


(*) Suivant la notation de Lagrange, la dérivée de la fonction X ou /(x) s’indique ü 
l'aide d'un Irait par 

X', ou /'(x). 
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une fonction réelle ou imaginaire de ces variables. Désignons , (railleure, à 
l’aide des notations 

les dérivées partielles de s successivement considérée comme fonction de x, 
comme fonction de j", comme fonction de z,.... Alors, en raisonnant comme 
dans le troisième volume [page 27, a8 et ag], on établira non-seulement 
la formule ( 5 ) du § I", savoir : 

dj = dj(f H- dyj -+- d,f 

mais encore les équations 

( 3 ) <lj,s = D^jdx, d^f = D,f d^, d.s = D.sdx,...; 
et l’on en conclura 

(4) dr = D^idx Dyjdj" -1- Djjdz 

Il est généralement facile d’obtenir les dérivées, et par suite les dilféreti- 
tielles des fonctions réelles ou imaginaires de quantités algébriques, quand 
ces fonctions sont exprimées k l’aide des notations usuelles. 

Supposons, en particulier, que l’on demande la quantité géométrique 1^, 
considérée comme fonction de l’argument p, et, pour abréger, désignons par 
la lettre zs un accrois.sement infiniment petit àp attribué à cet argument. I-a 
dérivée cherchée sera la limite du rapport 


elle sera donc égale au produit de jp par quantité géométrique qui repré- 
sentera la limite du rapport 


D’ailleurs, dans le cercle décrit du pôle comme centre avec le rayon 1, 
a sera la mesure de l’arc compris entre les deux rayons qui, partant du 
pôle, seront représenti^ par les quantités géométriques i, i„, et la diffé- 
rence lo — ' de ces deux quantités représentera, en grandeur comme en 
direction, la corde de ce même arc. Par suite, l’expression (6) aura pour mo- 
dule le rapport numérique de cette corde à l’arc, et pour argument l’angle 
obtus foiTné par la même corde avec l’axe polaire. D'autre part, tandis que 
l'arc s’approchera indéfiniment de zr-ro, le rapjwrt numérique de la corde à 
l’arc convergera vers la limite i, et l’angle obtus formé par la corde avec 
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l’axepolairc vers la limitent qui représente un angle droit. Donc, l’expres- 


sion (6) aura pour limite 

I» = i, 


et la limite de l'expression ( 5 ), ou la dérivée de i,, sera le produit de i, par 
i»= i, ou, ce qui revient au même, i ,, en sorte qu’on aura 
» » 


( 7 ) 


D,i,= I 


Si, dans cette dernière équation, l’on substitue à l’expression i,,, sa valeur 
tirée de la formule (i i) de la page ai6, savoir 

= cos P ■+■ isin p; 


on trouvera 

(8) D, cosp + iDp sin p = cos (/• j]’ 

et, par suite, 

(9) D, cosp = cos -I- DpSinp = sin 4 - 


ou, ce qui revient au même, 


(10) Dp cos p = — sin p, DpSinp = cosp. 

•Ainsi, en parlant de la formule (7), on se trouve ramené aux équations 
connues qui fournissent les dérivées du cosinus et du sinus d’un arc; et 
réciproquement on pourrait , de ces équations, ou , ce qui revient au même, 
des formules (9), déduire immédiatement l’équation (8 ), par conséquent 
la formule (7 ). Ajoutons que de l’équation (7), jointe aux formules 

dip = Dpipdp, 1^^,= i,i,= ipi. 


(il) di,= ipidp. 

Supposons maintenant que l’on demande non plus la dérivée ou lu diflé- 
renlielle de ip, mais les dérivées partielles et la différentielle de la quantité 
géométrique Cp considérée comme fonction du module r et de l’argument p. 
Comme on aura 
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on en tirera, eu égard à la formule (7), 

et de ces formules, jointes aux équations 

di,= U,i,d/> + D,i,dr, 1 , = i i,, 

on tirera 

(1 3 ) dr, = i,(dr-4- ird/>). 

Si, pour abréger, on désigne par la lettre z la quantité géométrique r,, et 
si d'ailleurs on nomme x, jr les coordonnées rectangulaires du point dont 
l’affixe est z, le pûle étant pris pour origine', et l'axe polaire pour axe des x, 
on aura 

(14) z = x-l-ji=:r„; 

et de cette dernière formule, jointe à l'équation (i 3 ), et à l’équation ( i4) 
du paragraphe précédent, on tirera 

(1 5 ) d* = dx -t- idj" = i,(dr-i- irdp). 

§ in. — Sur let dérivées des /onctions tle quantités géométriques. 

Soient 

(') 2=x+ji 

et 

(a) Z = X^Y\ 

deux quantités géométriques variables , propres à représenter les alBxus de 
deux points A et D qui, dans un certain plan, ont pour coordonnées rec- 
tangulaires, le premier les variables réelles x,jr, le second les variables 
réelles X, Y. Comme je l’ai dit dans l’avant-demier article, Z devra être 
censé fonction de z, si, la valeur de z étant donnée, on peut en déduire celle 
de Z, ou, en d'autres termes, si, la position du point A étant donnée, on 
peut en déduire celle du point B; et il suffira pour cela que les variables 
réelles X, Y soient des fonctions déterminées des variables réelles x,^. 

Concevons maintenant que l’on désigne , à l’aide de la lettre caractéris- 
tique A placée devant les variables 

^7 Xf ^ 7 7 ^7 ^ 7 
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<les accroissements finis ou infiniment petits attribués à ces mêmes variables. 
Supposons, d'ailleurs, que Z reste fonction continue de z, du moins 
pour des valeurs de z comprises entre certaines limites. Pour de telles va- 
leurs de z, à des accroissements infiniment petits Aar, de x,y, corres- 
pondront des accroissements infiniment jietits Az, AZ de z, Z ; et la dérivée 
(le la variable Z considérée comme fonction de z ne sera autre chose que 
la limite dont s’approchera indéfiniment le rapport 

az 

Sz ' 

tandis que Ax , ^jr s’approcheront indéfiniment de zéro. Cette dérivée sera 
désignée, comme dans le cas où z est réel, à l'aide de la lettre caractéris- 
tique D, par la notation D,Z. D’autre (>art, les quatre différentielles 

dx, dy, dz, dZ 

des quantités algébriques variables x, j', et des quantités géométriques va- 
riables z, Z, seront quatre quantités nouvelles, les deux premières algé- 
briques, les deux dernières géométriques, dont les rapports seront préci- 
sément égaux aux limites des rapports entre les accroissements infiniment 
petits 

Ax, A^, Az, AZ 

de ces mêmes variables. Cela posé, la dérivée de Z, relative à z, se coiiion- 
dra évidemment avec le rapport différentiel de Z é z, c’est-à-dire avec le 
rapport 

dZ 

ar 


des différentielles dZ, dz, en sorte qu'on aura 

(3) = 


Si, dans la formule (3), on substitue à la différentielle dz, sa valeur 
tirée de la formule (i), savoir 

d z = d X -4- i dy, 

et à la différentielle dZ, sa valeur fournie par une équation semblable à la 
formule (4) du $ II, savoir 

dZ = D,Z dx + D,.Zd r, 

on trouvera 


D,Zdx-eD,^Zd^ 

dx-f-idj 
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Si, d’ailleurs, on pose 
(5) ^ = tango, 


ou, ce qui revient au même, 

(6) 


dx 
cos O 


sia O 


l'équation (4) donnera 


(7) 


D.Z = 


D,Z cos O -t- Dj Z sin O 
cos CT i sin D 


puis, en ayant égard aux formules 

i„ = coso + i sino, ioi_o = i, 
ou tirera de l’équation (7), 

(8 ) D,Z = i_b(D^Zcoso - f- D,.Zsino). 

Il est bon d’observer que, dans les formules (4), (7), (8), les dérivées 
partielles D,Z, D^Z varient généralement avec la position du point mo- 
bile A, et se réduisent à des fonctions des deux coordonnées rectangulaires 
X, de ce même point, ou, ce qui revient au meme, à des fonctions de 
l’affixe s. IVautre part, tandis que les coordonnées varieront par de- 
grés insensibles, le point A décrira généralement une courbe continue; et 
si par ce point on mène une droite qui forme, avec l’axe polaire, un 
angle sr propre à vérifier la formule (5), la direction de cette droite, 
appelée tangente , sera ce qu’on jieut nommer la direction de la courbe au 
|X)int dont il s’agit. Si la ligne décrite par le point se réduit à une droite, 
la tangente ne dilférera pas de cette même droite. Cela posé, il suit immé- 
diatement de la formule (4), (7) ou (8) que la dérivée de Z, considérée 
comme fonction de z, dépend en général, non-seulement de la position du 
point A sur la ligne qu’il décrit, mais encore de la direction de cette ligne. 
Si cette direction devient parallèle à l’axe des x ou à l’axe des j, on 
aura 

d_y=o ou dx = o, 

et la dérivée de Z, prise par rapport à s, sera , dans la première hypothèse, 

(9) J>x2; 

dans la seconde hypothèse, 

(.0) M=-iD,Z; 
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comme on pourrai) aussi le conclure de la formule (7) ou (8), en posant 
dans cette formule 

* 

0 = ü OU cr = - ■ 

2 

Concevons maintenant que la fonction 7 ,, supposée explicite, ou rendue 
explicite par la résolution de l’équation ou des équations qui la détermine- 
raient, soit monodrnme , du moins entre certaines limites de 2; c’est-à-dire 
qu’entre ces limites elle conserve une valeur unique, en restant fonction 
continue de z, par conséquent de x et de j’, tant qu’elle ne devient pas 
infinie. Concevons encore que les dérivées partielles du premier ordre 

satisfassent à la même condition ; c’est-à-dire qu’entre les limites données 
de 2, cLacune de ces dérivées partielles soit monodrome. Alors la dérivée 

I),Z 

conservera entre les limites données de 2, et tant qu’elle ne deviendra pas 
infinie, une valeur unique en restant fonction continue de la variable ima- 
ginaire 2 et de l’angle a. Ajoutons qu’en vertu de la formule (7) ou (8), 
cette dérivée deviendra indé|)endante de l’angle o , si les deux valeurs par- 
ticulières de cette dérivée, représentées par les expressions (9) et (10), 
deviennent égales entre elles. Alors, en effet, on aura 

(f) 5 ^ = d,z, 

par conséquent 

(ta) p,.Z = iD,Z, 

et l’équation (7) ou (8) donnera 

(i 3 ) D,Z = D,Z, 

dr 

quelle que soit d’ailleurs la valeur du rapjtort ou, ce qui revient au 
même, de l’angle ta. Donc alors la dérivée 
^ D.Z 

deviendra indépendante de la direction de la ligne que décrira le point 
mobile A , et se réduira simplement à une fonction des variables réelles x, jr, 
ou, ce qui revient au meme, à une fonction de la variable imaginaire z. 
D’ailleurs, pour que cette réduction s’effectue, il est évidemment nécessaire 
Et. i’ÀT. fl de Pi. raali.. T. )V.(47* li*r.) 44 
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que la dérivée 

D.Z 

conserve la mciiie valeur quand la direction de la ligne décrite par le point 
A devient parallèle à l’axe des x, et quand elle devient parallèle à l'axe 
des /■; eu conséquence, il est nécessaire que les dérivées partielles de Z, 
relatives kx et ijr, savoir D^Z et D^Z, satisfassent à la condition exprimée 
par la formule (ta). 

Dans le cas spécial que nous venons d’indiquer, la dérivée O, Z sera, 
aussi bien que Z, du moins entre des limites données de Z, une fonction 
monodrome de cette variable. 

Au reste, pour que la dérivée D,Z soit une fonction monodrome de la 
variable imaginaire z, entre des limites données de z, il n’est pas nécessaire 
qu’entre ces limites, la fonction Z soit elle-même monodrome : il suffit que 
les deux dérivées partielles du premier ordre 

D.Z, D,Z, 

étant monodromes entre les limites dont il s’agit, satisfassent à l’équa- 
tion (la). 

Nous appellerons monogène une fonction dont la dérivée sera niono- 
drome. En vertu de la remarque précédente , une fonction de la variable 
imaginaire z pourra être monogène entre des limites données de z, sans 
être constamment. monodrome entre ces mêmes limites. 

Ainsi, par exemple, si l’on pose 

(14) Z = lz, 
ou , ce qui revient au même, 

(15) Z = \{x-t-ji), 

on aura encore, eu égard à la formule (3o) de la page 371 , 


(i 6 ) Z = jl(x* -h i^arc 

par conséquent 

('?) 


/P 

D.Z = --^ = -, D^Z = — ^ = i: 

x + jri « r X -h * 


et, comme les valeurs précédentes de D.Z,D, Z seront, entre des limites 
quelconques de la variable 

Z=X+J'l, 

des fonctions monodromes de cette variable qui vérifieront la condition ( 1 a). 


E>igifeecl.bséXjCX)gIc 
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la dérivée D,Z de Z = I*, déterminée par la formule (7) ou (8), devra 
être aussi constamment une fonction monodrome de ce qu’il est aisé de 
vérifier, puisque l’on aura 

(18) D.Z = D,Z = i- 

Par suite, la fonction Iz sera constamment monogéne. Toutefois, celte 
fonction Iz, qui restera elle-même monodrome, tandis que l’on fera va- 
rier X entre les limites o, œ , cessera d’étre monodrome quand x deviendra 
négatif, puisque alors, en vertu de la formule (16), elle passera brusque- 
ment de la valeur 

i l(x»)- ni, 

à la valeur 

il(x‘)-f-ni, 

tandis que j' passera, en décroissant, d’une valeur négative à une valeur 
positive. 
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Sur la différentiation des fonctions explicites ou implicites 
d'une ou de plusieurs rpiantités géométritjues . 


Les princijws établis dans l’article précédent permettent d’obtenir facile- 
ment les dilTérentielles des fonctions d’une ou de plusieurs quantités géo- 
métriques , quand ces fonctions se trouvent exprimées à l'aide des notations 
usuelles. De plus, en partant de ces princi|>es, on reconnaît aisément que 
les formules et les propositions relatives à la différentiation des fonctions 
de variables réelles continuent généralement de subsister quand ces varia- 
bles deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, Z étant fonction d’une 
variable imaginaire z, on aura, comme on l’a déjà remarqué dans l’article 
pi-écédent , 

(t) dZ = D,Zdz; 

et Z étant une fonction de plusieurs variables imaginaires u, v, w,..., on 
aura généralement 

(а) dZ = D,Zdn -t- D,,Zdv -t- D.Zdtv -t- .... 

1.CS formules (i) et (a) fournissent les règles connues pour la détermination 
des fonctions de fonctions et des fonctions composées. 

La différentiation des fonctions entières d’ime variable imaginaire z s'ef- 
fectue de la même manière et conduit aux mêmes fornudes que dans le cas 
où cette variable est réelle, .\insi, par exemple, x étant un nombre entier 
quelconque, et a, A, c,..., des constantes imaginaires, on aura, pour des 
valeurs imaginaires, comme pour des valeurs réelles de z, 

(3) ds"=«z"'dz, 

(4) dz^ = — nz""''‘ dz, 

(5) d (a 4- ùz + fz’ A-z") = (A -t- a fz -t- . . . -i- n/z"' ' ) ilz, 

et, par suite, 

(б) D.z'’= /jz’’-’, 

(7) D,z-^= - nr-"- , 

(8) D, {fl 4- liz 4- fz’ 4-...4- Az") = 4 4- aez 4-...4- riAz"'''. 
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même remai'que s'applique aux fonctions rationnelles d’une variable 
imaginaire 2. Leurs différentielles et leurs dérivées, exprimées en fonctions 
de Z , sont précisément celles qu’on obtiendrait si z était réel. 

Considérons maintenant l’exponentielle e‘, et posons 

t=x+jri, 

x,j étant réels; on aura 

e*= e^*ri — 


ou , ce qui revient au même, 

e* = I,., 

puis on en conclura, eu égard à la formule (a j, 
de* = e'd 1^ -t- i^de*j 

et de cette dernière équation , combinée avec les formiilf» 

de* = e^dj7, di^=i^id_;', d a = dx 4- idj', 

on tirera 


(9) <le‘=e‘d2, 
par conséquent 

(10) D.e* = e'. 

Donc la dérivée de l’exponentielle e* est cette exponentielle même, quelle 
que soit la valeur réelle ou imaginaire de z. 

En partant de la formule (9), on déterminera sans peine les différentielles 
et les dérivées des exponentielles qui auraient pour base un nombre antre 
que e , comme aussi des fonctions entières ou même rationnelles d'exponen- 
tielles quelconques. Ainsi, par exemple, A étant un nombre quelconque, 
et a étant le logarithme népérien de a, on déduira de l'équation (9), jointe 
à la formule 

A* = e", 

les équations 

(11) d.A' = .A‘l Adz, 

(12) D.A‘=A' 1 A. 

De même , de l’équation (g), jointe aux formules 




sin z = 



2 


on déduira immédiatement les différentielles et les dérivées de cos z et sin :, 
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considérées comme fonctions entières de l'exponentielle e“, et l’on trouvera 
ainsi 

(13) d cos: = — sin zdz, d sin z = cos zdz, 

(14) D, cosz = — sin 2 , D,sinz = cosz. 

Enfin, des formules qui précèdent , jointes à l’équation (a), on déduira 
sans peine les différentielles et les dérivées d’une infinité de fonctions 
explicites d’une ou de plusieurs variables imaginaires. 

Concevons, pour Gxer les idées, que 

Z = X-hyi 

1 -eprésente une fonction de la variable imaginaire 

z = X + /i, 

x,jr, X, V étant des variables réelles. Pour que l’on puisse déduire de la 
formule (a), et de celles qui la suivent, les valeurs de la différentielle AZ, 
et de la dérivée 

D,Z=^, 

il suffira que les variables imaginaires z, Z puissent être considérées comme 
liées l’une à l'autre et à certaines variables auxiliaires 

U, V, IV,..., 

de telle sorte que les diverses variables étant rangées dans un certain ordre 
indiqué par la suite 

(15) Z..., «, V, IV,..., z, 

l’une quelconque d’entre elles, u par exemple, soit équivalente à une certaine 
fonction rationnelle des variables suivantes ; 

V, U-,..., z, 

et des exponentielles 

e% e',..., e*, 

ou de quelques-unes de ces variables et de ces exponentielles. Dans cette 
liypolhèse, la différentielle de n, considérée comme fonction de v, iv,..., z, 
sera fournie par une équation de la forme 

(iG) ■ d« = D,udv -(- D»udiv -+-... -t- Dj«dz; 

la différentielle de Z, considérée comme fonction de . . ., u, v, tv, . . ., z, 
sera fournie par une équation analogue; et, si de cette dernière on élimine 
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les valeui^ des difTérentielles 

du, dt', dw,..., 

données par la formule (i6) et les formules de même esj>éce, l'équation ré- 
sultante de l'élimination déterminera le rapport différentiel de 2 à 2, ou, en 
d’autres termes, la dérivée de Z considérée comme fonction de la seule va- 
riable z, par conséquent la valeur cherchée de D, 2 . D’ailleurs, cette valeur 
de D,Z sera généralement, ainsi que 2 , une fonction continue de la varia- 
ble Z, dans le voisinage d’une valeur finie attribuée à z; ou du moins les 
seules valeurs finies de z, pour lesquelles cette condition ne sera pas remplie, 
seront des valeurs singulières, propres à représenter les affixes de certains 
points isolés et séparés les uns des autres. La circonstance particulière que 
nous venons de signaler se présenterait, par exemple, si l’on supposait 

(17) 2 = i-t-«, u = e\ v=‘-, 

et, par suite. 


(i8) 2 = I e‘. 

•■Vlors la fonction 2 et sa dérivée 

I 

(19/ I),2 = -ie‘, 

resteraient finies et continues dans le voisinage de toute valeur finie de z 
distincte de zéro; mais 2 et 0,2 deviendraient simultanément discontinues 
pour une valeur nulle de z, et les limites dont s’approcheraient ces deux 
fonctions, tandis que la variable z-=.x-h-jri s’approcherait indéfiniment 
de zéro, pourraient être ou finies ou infimes. Ces limites seraient effective - 
ment 1 et o, si l’on supposait ^ = o, .r < o; elles seraient 00 et — œ , si 
l’on supposait = o, x > o. 

Si à la première des équations ( 1 7 ) on substituait la suivante : 


(20) 

on aurait 

(•il) 


2 = 



I -I- r‘ 


(•ii) 
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et les deux fonctions Z, D, Z deviendraient discontinues, non-seulement 
pour une valeur nulle de i, mais encore pour les valeurs singulières de z 
propres à vérifier la condition 

I 

(33) e'=-., 

c’est-à-dire pour toutes les valeurs de z données par la formule 


U étant un nombre entier quelconque. 

Supposons maintenant que les termes de la suite (i 5), étant rangés dans un 
ordre quelconque, soient liés entre eux par des équations dont les premiers 
membres soient des fonctions rationnelles de ces mêmes termes et des expo- 
nentielles 

e“, e% e',..., e‘. 


les seconds membres étant réduits à zéro. En vertu de ces équations, quel- 
ques-unes des variables 

Z,..., U, V, IV,..., Z 

seront des fonctions implicites des autres; et si le nombre des équations est 
égal au nombre des variables diminué de l’unité, Z sera une fonction impli- 
cite de Z. Gela posé, il suilira évidemment de différentier les diverses équa- 
tions, puis d'éliminer 

du, dv, dw,... 

des équations différentielles ainsi formées, pour obtenir une équation finale 
que déterminera la diflcrentielle dZ et la dérivée 


D.Z = 


A7. 

ds ’ 


de Z considérée comme fonction de z. D’ailleurs, la valeur trouvée de D, Z 
sera généralement, ainsi que Z, une fonction continue de z, dans le voi- 
sinage d’une valeur finie attribuée à z, ou du moins les seules valeurs finies 
de Z, pour lesquelles cette condition ne sera pas remplie, seront des va- 
leurs singulières propres à représenter les .affixes de certains points isolés 
et séparés les uns des autres. 

Si, pour fixer les idées, on suppose Z lié à z par une seule équation 
(35) 

dont le premier membre U soit une fonction rationnelle des variables z, / 
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PI (les exponentiplles e’, on trouver.! , en fliff(?renliant cette équation, 
(aO) D;; f/.lZ + n.fM; = o, 

(’l, par suite, 

ds “ O' 


nu, ce qui revient au même, 

l"7) 


'îli' 

'z ^ 


Supposons, par exemple, Z lié à z par rêqualion 
2») e^=z, 

que l'on peut encore écrire comme il suit : 

— î = O. 

On trouvera, en différentiant celte équation, 

e* d Z - dî = O , 

Pt, par suite, 

(I Z _ Z > 

ïï7~ “ r’ 


ou, ce qui revient an même, 

(aq) = 


Il est bon d’observer que, dans le c.as où le nombre des variables imagi- 
naires représenlt'-es par 

Z,..., U, V, w, .... Z 

surpasse d’une unité le nombre des équations auxquelles ces variables sont 
assujetties, on peut obtenir la diflerentiplle dZ, cl, par suite, la dérivée 1),Z 
de Z considéré comme fonction de i, ou en dilTércntiaut, comme on vient 
de le dire, les équations données, ou en tirant d’abord de ces éqimtions 
supposées résolubles la valeur de Z, et en différeiiliant celte valeur présentée 
sous la forme 

z = x+n. 


Si, pour fixer li*s idées, on suppose Z lié à : par l’équation (a8\ la fot.c- 
tion implicite Z admettra une infinité de valeurs distinctes qui seront 
toutes comprises dans la formule 

(3o) Z-c + \z, 

/lî 
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la constaiile c (l<'signant l’un qiietconquc des termes de la progression 
arithmétique 

— /|ai, — atti, o, ari, 

Par suite, la dérivi-e de Z considéré comme fonction de z se réduira tou- 
jours à la dérivée de 

(3i) lï = - I (x’ -t- >■’) -t- i -^arc cos-p=^=. 

IVailleurs cette dernière dérivée sera, comme on l’a déjà remarqué dans 
l’article précédent, 

(3a) = r 


Donc, en supposant Z déterminé par l’équation (a8), on aura, comme 
l'indique la formule (aq). 



Oliservons, toutefois, que le calcul est plus simple quand on déduit direc- 
tement la formule (aq) de l’équation (28), sans recourir aux équations (3o) 
et '3i). 

On voit, par cet exemple, que pour obtenir la dérivée d’une fonction 
explicite Z de la variable z, dans le cas où cette fonction coïncide avec 
l'une des valeurs d’une fonction implicite déterminée par une ou plusieurs 
équations, il peut être avantageux de différentier directement l’équation ou 
les équations données. 

Kn partant de la formule (3a), on obtient aisément les dérivées d'un 
grand nombre de fonctions explicites qui peuvent être exprimées en loga- 
ritliiues nép«yieus. Ainsi, par exemple, comme on a [page a8o], 


(33) 

on en conclura 
|>ar conséquent, 

(34) 


arc tang z = 


2 i 


D.arctangz = ^^-t- 
D. arc tang z= 



De même encore, comme, en désignant par a une constante arbilrairemeul 
choisie, on a identiquement [3* vol., page 38i] 

(35) z» = e*'*, 
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on en conclura 


ou, ce qui revient au même, 

(36) 0.î« = ni— . 

On trouvera, en particulier. 



puis on en conclura, eu remplaçant i par i — î’, 

(38) D.(,-c«)" = --^, 

Enfin, comme on aura [page aSa] 

( 39 ) arc sin 2 = | 1 [ v i - s’ +- ï i j. 

on tirera de cette dernière équation, jointe aux formules(3a) et (38), 


(4o) D,arc sin z — -=z=. 

v'i — 

l,es fonctions explicites qui , comme arc tang z, z", arc sin z, .... s’ex|iri- 
meiit en logarithmes n'-périens, peuvent être aussi considérées comme 
représentant certaines valeurs de fonctions implicites déterminées par des 
équations dont les deux membres renferment uniquement des fractions 
rationnelles et des exponentielles népériennes. Ainsi, par exemple, arc tang Z 
est une des valeurs de propres à vérifier réquation 

(4t) = 


ï" est une des valeurs de X fournies par le système des deux équations 
(4a) Z = e", e" = z; 

enfin, arc sin z est une des valeurs de Z fournies par le système ihs 
éipiations 

(43) c*' = « + zi, «’ = I — z”. 

tiela posé, on ne doit pas être surpris de voir que les formules (34) et (36) 
peuvent être déduites directement des équations (40 ft (4*)- 
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Méntvirc sur les clefs algébriques. 


Je iiumine clef algébiiijues des variables i]iii n'a|>|)araisseiil que passage- 
reiiient en des lormiiles où leurs produits sont définitivement remplacés 
pir des quantités qui peuvent être arbilraiiemetit eboisies. t’-es variables 
méritent doublement le nom de clefs, puisque leur intervention iwniiel , 
iiun-seiilement d introduire avec facilité dans le calcul des quantités qui se 
glissent à leur suite, et auxquelles elles ouvrent la porte pour ainsi dire, 
mais encore de r^■•soudre |)romplement un grand nombre de question-, di- 
verses 

Un peut d’ailleurs employer, comme clefs algébriques, tontes sortes de 
qiiantité-s variables, même celles que l’on nomme rf^ére/i/iW/e.v et varia- 
fions. 


§ I*'. — gtnt'rairs, iVotatio/tt. 


('.oMsidérons, d’une part, iii variables 

ê. V,- -, 


d'autre part, u fonctions lim'-aires et homogènes de ces varialiles, repré- 
sentées par 

/, U, V,..., ç, 

en sorte qu’on ait 

i. — a, a t b, 6 4- c, y 

...s- b,r,, 

\ jj.= a^a • />, ê 1- c, y ♦ 

^ b,r, , 

(i) ' V = a, a • b, S -t- c,y -i- 

1 

... 4- b,r,, 

; = o„a -+ A„6 -t- c,y 4- 

...-h h,r,. 

rl, , ù, , C, , /l, J a- f bj, f /fa î Oa , , 

étant des coelficients constants. I,e produit 

(a) Àu-if... 5 

c l>i\ r.,..., //„ 
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<le ces fonctions multipliées l’une par l’autre tians un ordre détermiiié 
pourra être décomposé en |>rodnils partiels dont cliacuii renfermera un 
coefBcienl constant avec n fadeurs variables égaux ou inégaux; et l'on 
pourra, dans chaque produit ]>artiel, conserver la I l’ace de l’ordre dans 
'•quel les multiplications sont effectuées, en écrivant le premier le lacleui 
variable qui appartient à la fonclioii /.; puis, à la suite de celui-ci, le fac- 
letir variable qui appartient à la fonction fx,..-; puis, à la derniere place, 
le facteur variable qui ap|iarlienl à la fonction De plus, apres avoir ainsi 
décom|)osé le produit (a) en plusieurs termes, on pourra, dans cbaipie 
terme, remplacer le produit des facteurs variables par une quantité arbi- 
trairement choisie, et même substituer deux quantités distinctes à deux 
p.roiluits qui ne différeront entre eux que par l’ordre des fadeurs, l.ii vertu 
des substitutions de cette nature, le produit (a) se transformera en une 
quantité nouvelle que nous appellerons pioditil sj nihoUque, et que nous 
désignerons par la iiolalion 

(3) |).;xv.,.ç|, 

en renfermant le produit donne entre deux traits verticaux. Nous indique- 
rons les substitutions elles-inéiiies sous le nom de trantmutations, et cha- 
cune des quantités substituées par le produit auquel on la substitue, ren- 
fermé encore entre deux traits. Knfîn, nous iiomiiuTons clejn nlgéhiit/tii's 
les variables a, €, y,..-, n qui, niomeiitaiiémeiil admises dans le calcul, 
disparaissent quand on passe du produit (a) au produit (3), et nous dirons 
<)ue ce dernier produit a pour Jactcurs syinholiqitex les fonctions linéaires 
À, fc, V,..., ç. 

Sup|)Osoiis, pour fixer les idées, que l’on ait m = a, u ~ x, en sorte que 
les formules (i)se réduisent aux deux équations 

:/i) j > = . eM. 

( fX =: flj a -r f/j J. 

On aura, dans cette by|>olbese, 

(5) Xjx = rt,(7,a’ n,h^aî -t- -t- /<, A, ê’; 

par conséquent, 

(6) |X,ti| = |a’| «, A, 1*®! -I- A,rt.j l?a' -ç A. A, 'f'|; 

et, si l'un assujettit les clefs k, S aux transmulalions 

(7) = = |êa| = 3, 
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on troiivfia 

(8) |Àuii ~ n,n, + in,h^ ■+■ 3/>,n, -t /\h,h,. 

Ajoiiloiiü que la valeur du produit symbolique | Xu | sera moditiée si Ton 
écliange entre eux les deux facteurs X, u. F.n effet , en supposant toujours 
les clefs a, ë assujetties aux transmutations ( 7 ), on trouvera 

{9 . |/x).| =z -H -4- 3éjfl, H- [\b,h,. 

(iomme on le voit, en multipliant l’iine par l’autre des fonctions linéaires 
de clefs algébriques, on construit en quelque sorte un moule dans lequel 
des quantités arbitrairement choisies viennent prendre les places d'abord 
occupées par les divers produits de ces mêmes clefs. Le produit svmbo- 
lique ainsi obtenu dépend tout à la fois et des coefficients des clefs dans les 
fonctions linéaires données, et des quantités sid>stituées, ou, en d’autres 
termes, de la nature des transmutations. On conçoit, qu’en raison de cette 
nature, un produit symbolique peut acquérir des propriétés qui facilitent 
notablement la démonstration d’un théorème ou la solution d’un problème; 
et l’habileté du calculateur consiste à choisir les transmutations qui lui 
permettent d’atteindre avec moins de travail le but qu’il s’est proposé. 

Si , en adoptant les notations ci-dessus mentionnées, on nomme x un pro- 
duit de clefs algébriques rangées dans un certain ordic, la substitution 
d’une quantité déterminée h au produit x sera indiquée par la formule 

10) = K. 

Si, dans cette formule on voulait stipprimer les traits entre lesquels est 
renfermé le produit x, on devrait en même temps, pour éviter toute mé- 
prise, substituer au signe = un signe différent, par exemple le signe ir" 
que j'ai déjà employé pour cet usage dans les Comptes rendus des séances 
de l'Académie des Sciences. Alors, à la place de la formule ( 10 ), on obtien- 
drait celle-ci 

11) X h. 


§ U. — DiTtim/inminn //<*• sn/nrnes afterwes^ cnnftHft sotfs tr nom H* rcsiilUntes» en facteurs 

symholiqurs, 

les sommes alternées «pie nous avons dt'ja considérées dans le second 
volume de cet ouvrage (page ibo), peuvent être facilement décomposées en 
produits symboliques. 

En effet, considt-rons d’alKird la somme alternée s , formée avec les quatre 
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termes (lu table.iu 

(0 

\ rtj y O2 f 

et fournie par réquatiuii 

(a) s = S{±. a,h,) = rt,h, — n,h,. 

Si l’on donne pour coeflicicnts à deux clefs algébriques a, S dans deux 
fonctions linéaires jx, l(?s termes que renferment la première et la seconde 
ligne horizontale du tableau (1), on aura non-setdement 


( 3 ) 

mais encore 


( X = n, a H- A, S, 
( fl,a Ajf , 


(4) |X/x| = a, a., |a’l -+- a,l>,\aS\ -+- h, a, |êa| ■+■ Aj|S*|; 

et, pour que. le produit symbolique (X,a| se réduise à la résultante s, il suf- 
fira évidemment de poser 

( 5 ) |a»| = o, |aS|=i, |êa|=-i, |€’| = o- 
Sous cette condition, l’on aura 

(6) s = lX^l;- 

et X, p. seront les Jacteurs sj-mbolù/ues de la résultante s. 

Si, aux formules ( 5 ) on sul>stituait les suivantc^s : 

(7) |«’| = o. |eal = — |aS|, |6*| = o, 
alors, à la place de l’équation (6), on obtiendrait la formule 

|Xp|=xlaS|, 
ou 

(8) 

dans laquelle il suffirait de poser |aS| = 1 |K)ur retrouver l’équation (6). 
Remarquons d’ailleurs que la seconde des formules (7) |)eut s’écrire comme 
il suit : 

(9) |ao| + lëa| = o, 

et que la formule (9) donne |a’| = o ou |ê’| = o quand on y suppose 
ë = U. Donc, en définitive, les transmutations (7] sont toutes trois com- 
prises dans la formule (9). Donc il suffit de recourir à cette formule et à 
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iflirs qui s’cn «léiiiiisenl, p<nir ulitenir Téquation (3), et, j>.ir suite, pour 
iléeomposer cii facteurs symboliques la somme alternée s, cVsl-à-Jire h 
ivsiillante algébrique formée avec les quatre termes <lii tableau (i). 

(ionsiilérons maintenant la somme alternée i formée avec les divers termes 
lin tableau 

t c, , , 

I rT, , /ij, f'],..., 

,io' ' rt, , b,, (■ h,, 

t'n, . , fl* , 

et f'iurnie par l'équation 

(il) J = S(± rt, éif,... /i,) = a, frjC,... A, — 

le nombre des lettres a, b, c, . . h étant égal à n. Représentons d ail- 
leurs par 

a, S, T, 

n clefs algébriques distinctes, et par 

^1 I V î • • • » Ç 

« fonctions linéaires de ces mêmes clefs. Si l’on donne à ces clefs pour 
coefficients, dans tes fonctions linéaires X, fi, v,.. , ç, les termes que ren- 
ie.' ment la première, la deinciéme, la troisième, etc., la dernière ligne hori- 
zontale dit tableau ( Ti , c'est-à-dire si l’on pose 

^ fi,7. -h b,ê + c, i + ' A, 

I ’i — fl, 'Z ' b,S + f, Y • . . . I- A, »! , 

f 1 ai • V = a, y. b, S -h + ... + b, r, , 

I ; 

le produit sjiidiolique 

(i lf lX,iiv ..;I = «,A,r,. . A, >Sy ..»:| -t ... 

sera évidemm'’iil une lunction linéaire du pi’Oiluit 

a, ■Sr,... A„, , 

et de tous ceux qu’on |»eul obtenir en multipliant I un |>,ar I aii*re ii facteurs 
di.stincis ou non distincts, pris dans la suite 

f», A, r,..., A, 
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et en plaçant, au bas de ces facteurs écrits à la suite les uns des autres, les 
indices i, a, 3,..., n. Ajoutons que, si l’on représente par k l'un quel- 
conque de ces produits et par k |x| le terme proportionnel à k dans le 
second membre de la formule (i3), il suf&ra, pour obtenir le produit x, 
d’effacer dans le produit k les indices placés au bas des lettres, et d’y substi- 
tuer partout la lettre a à le Jettre a, la lettre ë à la lettre h, etc., la lettre ri 
à la lettre h. 

D’autre part, pour que le produit k soit l’un de ceux que contient la 
résultante s, il est nécessaire qu’il renferme une seule fois chacune des 
lettres 

d, bj A; 

et, lorsque cette condition sera remplie, le produit k pourra être, dans la 
résultante J, affecté du signe ■+■ ou du signe — . 11 y sera, en effet, affecté 
du signe -t-, si, pour passer du produit 

rï, Aj C|>* ■ h„ 

au produit k, il faut opérer entre les lettres a, b, c,..., A, prises deux i 
deux, un nombre pair d’échanges, et du signe — dans le luis contraire. 
Donc, pour réduire le produit symbolique |X|U.v...$|, déterminé par la 
formule (i3), à la résultante s, on devra poser 

(.4) lx| = o, 

quand l’une quelconque des lettres 

a, e, ÿ,..., n 

entrera deux ou plusieurs fois comme facteur dans le produit x, et poser, au 
contraire, 

(15) 

OU 

(16) |x|=-i, 

quand le produit x renfermera une seule fois chacune des lettres 

' ^9 ^9 y»*"*» ^9 

la formule (i 5) étant relative au cas où l’on sera obligé d’opérer entre ces 
lettres prises deux à deux un nombre pair d’échanges, pour passer du pro- 
duit |aSy... >} | au produit|x|. Sous ces conditions, la formule(i3) donnera 

(«7) N r = lV''-f|; 

£>. X-Xji. « ac riM. oait., T. IV. (48* lùr.) 46 

V , • 
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et, par cooséquent, X, ft, v,..., ? seront les facteurs symboliques de la ré- 
sultante s. 

Si, en conservant la formule (i 4 )) on remplaçait les formules (i 5 ) et (i6) 
par les suivantes : 

(18) |xl= |agï...>î|, 

(19) |x| = — |aëy... >î|, 


alors, à la place de l’équation (1 7), on obtiendrait la formule 
|X(iv...<;| =xl«S-/.,. >î|, 


OU 

(ao) 




dans laquelle il suffirait de poser 

(ai) |aô*/... >î| = I, 

pour retrouver l'équation (17). 

Au reste, j>oiir déduire les formules (i 4 )i (18) et (19) des transmutations 
de la forme 


(aa) |ëal= — |aSl, 

il suffit d’admettre que les transmutations de cette forme continuenl^e, sub- 
sister quand on introduit une ou plusieurs fuis de suite dans les deux 
membres, entre les traits verticaux, de nouveaux facteurs auxquels ou as- 
signe les mêmes places, et qu'elles continuent encore de subsister quand les 
divers facteurs ne sont (>as tous distincts les uns des autres. 

Ainsi, par exemple, si les clefs que l’on considère se réduisent à trois, 

a. h 

on pourra évidemment, avec ces trois clefs, former les six proiliiits sym- 
boliques 

, ov I |ÊV“|. l7®S|, 

I |«7S|. IV«al- 

Alors aussi les Iransmulations de la forme (aa) S(*ront «au nombre de trois, 
savoir : 


(a 4 ) |7ê| = -|êy|, |ay| = - |gal = — |aê|. 

Or, si dans chacune de ces dernières transmutations on introduit la clef 
qu’elle ne renferme pas entre les traits verticaux en lut assignant dans 
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chaque membre ou la première ou la dernière place, on trouvera, dans le 
premier cas, 

(a5) |a-/6| = — laëyl, [cayl = — |êya|, |ySa| = — lyaS|; 

dans le second cas , 

(a 6 ) |yêa|=-lSval, la'/Sj = - |7«S1, ISayl = - laSyl- 


On aura donc 
(»7) 


l“®7l= 1SV“I= |7“S|. 
= - lavé) = — |go-/| = - l-/aS|; 


et, par suite, en nommant jx| l’un quelconque des produits (a3), ou 
trouvera 


(a8) |x|= |aêy|, 

Oll 

(■^9) |“| = — |aêy|, 

suivant que le produit |x| se déduira du produit | aSy | à l’aide d’un nombre 
pair ou impair d'échanges opérés entre les trois clefc a. S, y prises deux à 
deux. Ajoutons que, si les formules (a4) et celles qui s’en déduisent conti> 
nuent de subsister quand ces formules renferment deux ou trois (acteurs 
égaux entre eux, elles entraîneront avec elles les transmutations 


(3o) 

la*| = 0 , 

|S-| = o, 

|y*l = o; 

(3.) 

l lS’yl = o. 
1 ItS’I = o, 

ly’al = 0 , 

1 1 = 0 - 

1 a’ S 1 = 0 , 
1 ea* 1 = 0 , 


c’est-à-dire les transmutations de la forme 


(3a) |x| = o, 

|x| étant le produit symbolique de trois facteurs dout deux au moins se 
confondent l’un avec l’autre, et chacun de ces facteurs étant l’une des trois 
clefs 

a, ê, y. 

On vient de voir avec quelle facilité s'opère la décomposition des sommes 
alternées en facteurs symboliques. Cette décomposition une fois opérée, on 
peut s’en servir avec avantage pour découvrir ou pour démontrer les prin- 
cipales propriétés des sommes alternées. D'ailleurs, les transmutations aux- 
quelles nous avons été conduits par le calcul , ont des formes spéciales 

46.. 
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comprises elles-mêmes dans des formes plus générales qui méritent d'être 
remarquées, et qui seront indiquées dans le paragraphe suivant. 


§ III. Transmutations géométritjues et homogènes. Transmutations et clefs anastrophi<iues. 


Étant données n clefs diverses 


«. 6» y.---. »!. 

soient 

|9|. M> l>'lv. 

divers pro<luits symboliques dont chacun ait pour facteurs quelques-unes 
de ces clefs. I.-es transmutations auxquelles on assujettit les clefs a, ê, 
n, pourront être de deux especes différentes. En effet, chacune de 
ces transmutations pourra ou fournir immédiatement la valeur k d’un pro- 
duit symbolique | x | , et se réduire ainsi à la forme 

(.) |x| = k, 

ou établir une certaine rel a bon entre divers produits symboliques |${, |(|, 
|x|.... On doit surtout remarquer les transmutations qui fournissent les 
rapports géomelrit/ues de ces produits, pris deux à deux, et qui seront 
nommées , pour cette raison , transmutations géométriques. Considérons, 
pour Bxer les idées, une transmutation géométrique qui fournisse le rap- 
port r de deux produits symboliques |x|, |(|. Cette transmutation pourra 
s'écrire comme il suit : 


( 2 ) |x|=r|i|, 

et le rapport r prendra le nom de module. Cela posé, il est clair qu’à chaque 
transmutation géométrique correspondront généralement deux modules 
inverses l’un de l’autre. Car le module r étant le rapport géométrique de 

|x| à |i|, le module inverse j ou r“* représentera le rapport inverse de 

|i| à |x|, et la transmutation (a) pourra encore être présentée sous sa 
forme 


f3) 

Cette même transmutation sera nommée réciproque, si la formule (a) con- 
tinue de subsister quand on échange entre eux les produits symboliques 1 1 1, 
|x|, c’est-à-dire si l'on a non-seulement 
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mais, ivciproquement J 

(4) |i| = r|xl. 

Dans cette dernière hypothèse, la formule (4) devant se confondre avec la 
formule (3), les deux modules r, r~' deviendront égaux entre eux, ^l’on 
aura en conséquence 

r = r-', 

ou , ce qui revient au même , 

(5) r* = ,, 

puis on en conclura ou 

(6) r=i, 

OU 

(7) r=-i. 

Les formides (a), (3), (4) seront réduites, dans le premier cas, à la 
transmutation 

(8) I>'l = l‘l; 

dans le second cas, à la transmutation 

(9) l>'l = -l‘l. 
que l’on pourra encore écrire comme il suit : 

(10) |xI-(-|»| = o. 

Si, dans une transmutation géométrique 

|x| = r|i|, 

les produits symboliques | x | , 1 1 1, que renferment les deux membres, se ré- 
duisent k un seul et même produit sjrmbolique |x|, le moduler sera néces- 
sairement l’ unité, et la transformation réduite à la forme 

(11) |>‘| = N. 

sera ce que nous nommerons une transmutation identique. 

Si les produits | x |, 1 1 1 sont distincts, mais composés des mêmes facteurs, 
chacun des facteurs étant l’une des clefs 

a, e, 7,..., >), 

et si ces deux produits ne different l’un de l’autre que par l’ordre dans le- 
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quel ces iacleiirs sont écrits, la transmutation 

n| = r|e 

sera dite homogène, quel que soit le module r. Elle sera homogène et réci~ 
proq^ si le module r se réduit à l’une des deux quantité — i , + i . 

Le degré d’une transmutation homogène sera le degré même des pro- 
duits dont elle détermine le rapport géométrique, c’est-à-dire le nombrt! m 
des clefs employées comme facteurs dans chaque produit. La transmutation 
sera dite A/nnire, lorsqu’on aura (« = a; ternaire, lorsqu’on aura m= 3; 
(fiuUemaire , lorsqu’on aura m = etc. 

Ainsi, par exemple, les clefs données étant sc, S, 7 , etc., les transmuta- 
tions homogènes 

|êa| = |aê|, |S«| = — laS] 

seront binaires ou du second degré; les suivantes 

lyaS] = laSyl, |aa£| = — |aSa|,..., 

seront ternaires ou du troisième degrt'; etc. 

Avant d’aller plus loin, il .sera bon d’examiner attentivement les divers 
produits symboliques 

|9|, H, l<l. 

que l’on peut former avec m facteurs distincts arbitrairement choisis parmi 
les clefs 

a. S, 7,..., », 

et de comparer ces divers produits à l’un d’entre eux pris pour type, par 
exemple au produit symbolique |e|, dans lequel les diverses lettres qui 
représentent ces mêmes facteurs se trouveraient rangées dans l’ordre indiqué 
par l’alphabet. 

Soit 1 6 1 l’un quelconque des produits en question. Lorsqu’une clef placée 
avant une autre clef dans l’alphabet, ou, ce qui revient au même, dans le 
produit |v| sera, au contraire, placée après elle dans le produit | 0 |, nous 
dirons que le produit | Q | offre une inversion relative au système de ces deux 
clefs. Le nombre total des inversions, dans le produit \ 6\, sera évidemment 
égal ou inférieur au nombre des combinaisons que l’on peut former avec 
m lettres prises deux à deux , c’est-à-dire au rapport 

m(m— “l) 

1 

a 

et pourra d’ailleurs être pair ou impair. En d’autres termes, le nombre des 
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inversions, divisé par a, donnera pour reste o ou i. (ie reste sera ce que 
nous nommerons Y indice du produit 1 0 1. Cela posé, on pourra partager en 
deuv classes les divers produits symboliques formes avec m facteurs ilis- 
lincts, et ranger chacun de ces produits dans la première classe ou dans la 
seconde, suivant qu'il aura pour indice zéro ou l’unité. 

Soient maintenant 

deux produits symboliques distincts formés avec les m facteurs donnés. Un 
pourra déduire le produit | a | du produit 1 1 1, soit à l’aide d’un seul échange 
opéré entre deux clefs , soit à l’aide de plusieurs échanges de cette espece , 
et même supposer chaque échange opéré entre deux clefs juxtaposées, c’est- 
à-dire entre deux clefs dont l'une suit immédiatement l’autre dans le pro- 
duit symbolique [ 1 1. En effet , à l’aide de semblables échanges successive- 
ment opérés, on pourra toujours, dans le produit symbolique |i|, aincner 
tine clef quelconque à une place quelconque. On pourra, par exemple, 
amener à la première place la clef qui occupe effectivement cette place dans 
le produit |x|; ou pourra ensuite amener à la seconde jdace la clef qui, 
dans |x[, occupe cette seconde place, etc.; et continuer ainsi jusqu'à ce que 
du produit .symholitjiie | x| on ait déduit le produit symbolique 1 1 1. D’ail- 
leurs, lorsque dans un produit de m clefs distinctes on échange entre elles 
deux clefs juxtaposées, un tel échange fait évidemment naître ou dispa- 
raître une seule inversion; par conséquent, il fait passer ce produit de la 
première classe à la seconde, ou de la seconde classe à la première. Donc 
les produits |i|, |x| appartiendront l’un à la première classe, l'autre à la 
seconde, si on peut les déduire l’un de l’autre par un nombre intpair d’é- 
changes successivcmcrtt opérés entre des clefs juxtaposées; ils .seroirt de 
même classes! le nombre des échanges de cette espèce, à l’aide desquels on 
perrt déduire |x| de |i|, est un nombre pair. 

Si l’on considérait , dans le prodirit 1 1 ], deux clefs a, ê, dont la seconde 6 
occuperait, à la suite de a, non plus la première, mais la place, il suffi- 
rait, pour échanger ces deux clefs entre elles, d’amener à l’aide de t 
échanges successivement opérés entre des clefs juxtaposées, la clef a à la 
place primitivement occupée par la clef ê, puis de ramener la clef ê de la 
place précédente à celle que la clef a occupait d'abord , à l’aide de / — i 
autres échanges opérés encore entre des clefs juxtaposées. Ix> nombre total 
des échanges effectués dans run et l’autre cas étant il — i, par consé- 
quent, un nombre impair, nous devons conclure que les jiroduits symbo- 
lùpies |[|, |x| seront toujours de classes distinctes, s’ils se déduis<>nt l’un de 
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l'autre à l’aide d'uu seul échange opéré entre deux ciels, quelles que soient 
d'ailleurs les places coiitigut^ ou non contiguës occupées par les deux clefs 
dans chacun des deux produits. 

Par suite aussi, le nombre des échanges à l’aide desquels on pourra dé- 
duire l’un de l’autre deux produits |c|, |x{de m facteurs distincts, sera 
toujours, quelles que soient les clefs échangées entre elles, un nombre pair 
si ces deux produits sont de même classe, ou, ce qui revient au même, si 
la différence de leurs indices est /.éro; un nombre impair si les deux pro- 
duits sont de classes différentes, ou, ce qui revient au même, si la diffé- 
rence de leurs indices est l’unité. 

Concevons maintenant qu’après avoir formé les divers produits symbo- 
liques qui peuvent être construits avec m clefe distinctes, on égale entre 
eux tous ces produits, pris les uns avec le signe les autres avec le 
signe — , suivant qu’ils appartiennent à la première classe ou à la seconde. 
La formule ainsi obtenue déterminera les rapports géométriques de tous 
ces produits; et, si l’on nomme |i|, |x| deux quelconques d’entre eux, 
on aura 

(•>) hl = (-0'l«|. 

/ étant la différence entre les indices des deux protluits 1 1 1, | x |. En d’autres 
termes, ces deux produits seront liés l’un à l'autre par une transmutation 
homogène et réciproque, dont le modide r sera 

(.3) r 

L’exposant / de — i dans ce module, c’est-à-dire la différence entre les in- 
dices des deux produits, toujours équivalente à zéro ou à l’unité, seri 
Vindice de la transmutation qui se rérluira évidemment à la formule (8) s 
l’on a 1 = 0 , à la formule (q) si l’on a / = i . 

Parmi les transmutations comprises dans l’équation (ta), on doit remar- 
quer la transmutation qu’on obtient quand les deux produits |x|, |j| se dé- 
duisent l’un de l’autre à l’aide d’un seul échange opéré entre deux clefs, et 
qui est toujours de la forme 



Telle sera, par exemple, la transmutation binaire 

|Sa|= — |aê|. 

Telle sera encore la transmutation 

1 acfySe | = — | aSydi |, 
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«laiis laquelle les deux produits symboliques |aêyd£|, |«(^/ê£| se déduisent 
l’iin de l’autre à l’aide d’un seul échange opéré entre les deux clefs 6, â. 
Une telle transmutation sera nommée anastrophique , son principal carac- 
tère étant l’espèce d’inversion (avaarpsip»] , inversin, scu canversh incoiUni- 
rinm parlent), qui résulte pour un produit symbolique 1 1 ] d’un échange 
opéré entre deux clefs. Pour bien v6ir en quoi consiste cette inversion, il 
siifTit d’oltscrvcr que la valeur d'un produit symbolique peut être repré- 
sentée, comme toute autre quantité, par une longueur porlé*e, à partir d'un 
point fixe, sur une certaine droite, dans une certaine direction lorsque 
cette valeur est positive, dans une direction inverse ou contraire lorsque 
cette valeur est négative; et qu’une, transmutation anastrophique fait cor- 
ri-spoiidre à un échange opéré entre deux clefs ou , ce qui revient au même, 
à Yinversinn du système des deux lettres qui désignent ces clefs dans un 
prorluit symbolique, une autre inversion, savoir le changement de direc- 
tion de la longueur qui représente le produit symbolique, et qui se trouve, 
a[)rès l’échange, dirigée en sens inverse. 

Ixirsqu'on ne peut, du produit symbolique |i|, déduire le produit |x|, 
formé avec les mêmes clefs, à l’aide tl’un seul échange opéré entre deux de 
ces clefs, on peut du moins passi'r d’un produit à l’autre à l’aide de plu- 
sieurs semblables échanges. Alors, pour que les produits |(|, | y.| vérifient 
la formule (la), il suffit évidemment de les assujettir^ avec les produits inter- 
médiaires successivement obtenus, aux transmutations anastrophiqiies dont 
chacune exprime que deux produits consécutifs offrent la même valeur 'nu- 
mérique, l'un des deux étant égal à l’autre précédé du signe — . 

Ainsi, par exemple, pour que les trois clefs 

a, ê, 7 

vérifient la transmutation 

|a«v| = |ya£|, 

il suffit qu’elles vérifient les deux transmutations anastropbiqun 

l«^vl =- -|aV»l = IV«S| 

lorméesavec lesdeux produits |aS/j, |yzê| et le produit intermédiaire |ayo|. 

De ce qu’on vient de dire, il résulte que, pour assujettir un système 
de n clefs 


Vf i *! 

à toutes les transmutations homogènes et réciproques de la forme indiquée 

Er. 4‘ tn. et Je Pk. malh.. T. IV. (48* 47 
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p^r r<'qiiatioii (la), il siifiîl de les assujettir aux diverst's traiisinutatioiis 
anastrophiqiies que l’on peut furmer avec des facteurs distincts arhitraire- 
iiient choisis parmi ces mêmes clefs. 

Jus(|u’ici, nous avons supposé que, dans une transmutation anastru- 
pliiqiie 

l>t| = - |‘l, 

les diverses clefs étaient di.stinctes l’une de l’autre. Supposons maintenant 
qu’il eu soit autrement, et que des deux clefs échangées entre elles, la se- 
conde ne différé pas de la première. Alors les produits symboliques 1 1 1, 
|x| ne différeront pas l’un de l’autre, et la transmutation anastrophiqiie 
donnera 

|x| = -|x|; 

ou, ce qui revient au même, 

9 |x| = O, 

et, par suite, 

{'4i |x| = o. 

Donc, lorsque dans le produit |x( les diverses clefs employées comme fac- 
teurs ne sont pas toutes distinctes les unes des autres, la transmutation (ié|) 
|>eut être envisagée comme une transmutation anastrophique dans laquelle 
les deux facteurs échangés entre eux sont représentés par la même lettre. 
Ainsi, par exemple, les deux transmutations 

|aa€| = o, |aêa| = o, 
se confondent avec les deux formule.s 

I aaé I = — |aaS|, | aSa | = — | aSa |, 

c’est-ii-dire avec deux transmutations anastrophiqiies dans lesquelles les 
deux clefs échangées entre elles sont représentées l'une et l’autre par la 
lettre a. Ajoutons que, dans les transmutations de cette espèce, on peut 
sans inconvénient écrire sous la forme de puissance un produit de facteurs 
consécutifs égaux entre eux. Ainsi, en particulier, la transmutation 

( aaaêëy | = o 

pourra être présentée sous la forme 

|a*g* 7 | = o. 

Ixjs notions précédentes étant admises, considthons un système de clefs 
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assujetties à Terifier les diverses transmutations aiiastrophiqiies que l'on 
l>eut former avec des produits symboliques de facteurs distincts ou non dis- 
tincts, arbitrairement choisis parmi ces mêmes clefs. Ce système et ces clefs 
seront nommés anastrophiques. Cela posé, si le système des clefs 

a, ê, y,..., r, 

est anastrophique, tout produit symbolique dans lequel une même clef en- 
trera une ou plusieurs fois comme facteur, offrira une valeur nulle. Quant 
aux produits symholi(|ues qu'on pourra former avec des clefs déterminéi s, 
prises dans le système, mais distinctes les unes des autres, ils olïriront tous 
1.1 même valeur numérique, leurs signes étant semblables ou contraires, 
suivant qu’ils seront de même classe ou de classes différentes. On connaîtra 
donc les rap|)Orls géométriques des divers produits symboliques dans les- 
quels entreront les mêmes clefs supposées distinctes les unes des autres. 
Mais les transmutations anastrophiques, qui établiront ces rapports, per- 
mettront de choisir arbitrairement l'un des produits symholiques construits 
avec des facteurs donnés. Il convient d’ailleurs d’effectuer ce choix de ma- 
nière à simplifier les formules. C’eât ce que nous avons déjà fait dans le 
jj II , où les clefs 

O, e, y,..., », 

que renferment les facteurs symboliques d’une somme alternée, peuvent 
être considérées comme des clefs anastrophiques assujetties à vérifier, non- 
seulement les transmutations anastrophiques dans lesquelles elles entrent 
comme facteurs, mais aussi la condition 

|a!y,.. »:| = I. 

En supposant que 

• . I®|. l‘|. 

représentent des produits symboliques de degrés égaux ou inégaux, on peut, 
après avoir multiplié l’un par l’autre deux ou plusieurs de ces produits, 
remplacer le résultat par le produit unique qu’on obtiendrait si l’on sup- 
primait les traits verticaux qui séparent deux produits ê'crits à la suite l’un 
de l’autre. La transmuLation qu’on formera de cette manière sera nommée 
transmutation conjonctive. Telles sont, par exemple, les transmutations 

l“’l l®l — |®S1 Iy#| |«lli::ila$y(Ï£|, [aSy <?e ü|aÊy<^e|,..., 
dans lesquelles |ë| ne diffère pas de S, ni |c| de t. 
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( ) 

Cela posé, pour qu'un système donné de clefs 

“i ê, y,..., Y) 

soit anastrophique, il suflll évidemment que ces clefs vérifient d’une part 
les transmutations anastropliiqnes binaires, c’est-à-dire les transmutations 
qui se présentent sous l'une des deux formes 

(.5) ' _ iê«l = -|aS|, 

(i6) |a»| = o; 

d’autre part, les diverses transmuta lions conjonctives formées avec ces mêmes 
clefs. Eu effet, pour que les clefs a, ë, y,..., >; soient anastrophiques, il 
suffit qu’elles vérifient les transmutations anastrophiques dans lesquelles 
deux facteurs consécutifs sont échanj'és entre eux, et l’une quelconque de 
ces transmutations anastrophiques pourra toujours être déduite d’une trans- 
mutation anastrophique du second degré, jointe à deux transiniitations 
conjonctives. Ainsi, par exemple, pour établir l’équation 

|a-;€*| = - |acy*|, 

il suffira de joindre à la transmutation anastrophique binaire 

|y€l = -lêy| 

les deux transmutations conjonctives , 

I «I i/l I N I I * 1 1 «y 1 1 *1 ^ I aêyJt |. 

Concevons à présent qu’étant donm'-es /i clefs anastrophiques 
a, ê, y,..., VI, 

on désigne, à l’aide des lettres 

/i» >.•••. î? 

n fonctions linéaires de ces mêmes clefs. Soient d’ailleurs 

. - |I|, |K|, 

deux produits symboliques formés avec m facteurs arbitrairement choisis, 
non plus parmi les clefs a, 6, y,..., n,'mals parmi les fermes de la suite à, 
(JL, y,..., Enfin, supposons que les produits |1|, |K|, dont les facteurs sont 
les mêmes, se déduisent l’un de l’autre à l’aide d’un seul échange opéré 
entre ces facteurs. On pourra décomposer 1 1| et |K| en produits partiels qui. 
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|>ri* deux à deux, se correspondront et revêtiront les formes 

À\t\, >/|x|, 

^désignant un coefficient constant, et |ij, |x| deux produits symboliques 
formés tous deux avec les ciels a, ê, y,..., n rangées dans un ordre tel, 
que lx| se déduise de 1 «| à l’aide d’un seul échange opéré entre ces clefs. Or, 
les clefs a, S,//,..., q étant supposées anastrophiques , ou aura 

1>‘I = - l'Iî 

par conséquent, 

Donc les produits symboliques |I|, |K| se composeront de termes qui, pris 
deux à deux, seront égaux, aux signes près, mais affectés de signes con- 
traires, et l’on aura encore 

(>7) |K| = -|I|. 

Ainsi, par exemple, dans l’bypothèse admise, les termes de la suite 

vérifieront les transmutations anastropliiques 

|fiX| = - |Xfil, |Xvfx| = - |Xpy|,.... r 

Il y a plus : la formule (17), qui subsistera quels que soient les facteiiis 
échangés entre eux dans les produits |I| et |R|, s’étendra, dans l'hypothese 
admise, tout comme la transmutation anastrophique 



au cas même où les deux facteurs échangés entre eux seront représentés 


par la même lettre, et donnera dans ce cas 

1 

R1 = -|K1, 

ou, ce qui revient au même. 

a 

0 

et, par suite, 
(.8) 

|K| = o. 

On aura, par exemple. 


1 XX| = 

0, |XXp| = 
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on, ce qui revient au même, 


|).*| =0, (XVI = O,.... 

(iela posé , la suite 

fil «.•••. S - 

i:om|>osée de termes qui vérifieront les transmutations de la forme (17) 
nu (18), c’est-à-dire les transmutations anastropluques formées avec des 
produits symboliques de facteurs arbitrairement choisis parmi ces termes, 
pourra être considérée comme représentant un nouveau sy stème de ciels 
anastrophiques. En const’quence, on pourra énoncer la proposition sui- 
vante : 

T/iéorèine. Si, avec n clefs anastrophiques 
a. S, 7,..., n 

on construit n fonctions linéaires 

fi. V,..., s, 

ces fonctions constitueront encore un système de clefs anastrophiques. 


§ IV. — • Sur les fonetions représentées par des produits symbotitfues de ct^s anadrttpkuiHcs. 

Dans le § Il de. ce Mémoire, la recherche des facteurs symboliques des 
sommes alterné'cs nous a mis sur la trace des clefs anastrophiques. En sui- 
vant une marche inverse, nous allons déduire de la considération de ces 
mêmes clefs, non-seulement la notion des sommes alternées connues sous 
le nom de resttllanles , mais encore leurs principales propriétés. 

.Soient 

a, 6, 7,..., r, 

n clefs anastrophiques, et 

f^l V,..., ç 

n fonctions linéaires de ces clefs, déterminées par les équations (ta) du 
^ U, c’est-à-dire par les formules 


j X = a, a H- A, ê -H c, 7 -+- . 

■ -t- A, >! , 

l fL= fi,(z + + c^y -t- . 

h,r>. 

l V — a, a 1 ■ 6, ê -t- c, 7 -t- . 

. -h h, ri , 

\ S =a,a -t- A,ê + c,y + . 

• -t- 
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I-e produit symbolique 

iXftv... î|. 

décomposé en produits partiels, ne pourra offrir aucun terme dans lequel 
entre deux ou plusieurs fois, comme facteur, l’une des clefs 

6, 7,..,, >1, 

par conséquent aucun terme dans lequel reparaisse deux ou plusieurs fois 
l’une des lettres 

rt , bf c,.,., A; 

mais il renfermera, outre le produit partiel 

/t.laSy... n|, 

tous ceux qu’on peut en déduire, soit à l’aide d’un échange opéré d'une 
part entre deux clefs, d’autre part entre celles des lettres 

n, A, c,..., A, 

qui correspondent à ces deux clefs, soit à l'aide de plusieurs échanges <le 
cette espèce. D’ailleurs, comme un échange opéré entre deux clefs dans un 
produit de la forme 

laey... tîl 

a pour effet unique de changer le signe de ce produit, on doit évidemment, 
de ce qu’on vient de dire, conclure que l’on aura 

(a) [X/iv... 5 = f laÊy...» , 

s étant la somme qu’on obtient quand au produit 

(3) n, A] è). . . A, 

on ajoute ceux qu’on peut en déduire à l’aide d’un ou plusieurs échanges 
opérés entre les lettres <1, A, c,..., A, chacun de ces derniers produits étant 
pris avec le signe + ou avec le signe — , suivant que le nombre des 
échanges est pair ou impair. Or la somme ainsi formée est préci<iément la 
somme alternée qu’on nomme la résultante du tableau 

n,, A,, C|,..., A,, 

^9» c’a,..., Aj, 

Uj, A,, c,,..., A,, 
rt», A«, A.,, 
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cl, pour rt-diiire le produit symbolique |),uv... ç| à cette meme Momiiie, il 
suffit de poser 

( 5 ) \a^y... n\ = I, 

ce qui rttluit l’équation (a) à la formule 
fi) J = )Xftv... si, 

déjà obtenue dans le § H. 

I/* drgrede la résultante s n’est autre chose que le degré du produit (3) 
et des produits de même espèce, c'est-à-dire le nombre n des facteurs ren- 
fermés dans chacun de ces produits. 

■Si la résultante s est du second degré, la formule (6) donnera 

(7) .r = |)._u| = (7,A, — a,A,. 

Si la résultante s est du troisième degré, on trouvera 

^8) s = I >.p,v I = a, Aj c, — a, h, c, + a, h, c, — a,b,c, a, h, c, — 
etc. 

En général , si l'on désigne par la notation 
S(i: a,h,c,... fi„) 

la somme qu'on obtient en ajoutant au produit (3) ceux qui s'en déduisent 
a l’aide d’échanges opérés entre les lettres a, b, c, etc., prises deux à 
deux, chacun <le ces |)roduils étant pris avec le signe -t- ou avec le signe — , 
suivant que le nombre des échanges est pair ou impair, la formule (6) 
donnera 

(9) J = |/uv... ç| = S(± a./^c,... 

Parmi les produits dont se compose la résultante s, le produit (3), c’est- 
à-dire le produit des termes rangés, dans le tableau (4), sur la diagonale qui 
renferme le j)remier terme a, , mérite d’élre remarqué. Nous le nommerons 
produit principal. Les diverses lettres qui entrent dans ce pro<luit, et les 
divers indices écrits au bas de ces lettres caractérisent, dans le tableau (4 !• 
il’unepart les ternies situés dans les diverses lignes verticales, d'autre part 
les termes situés dans les diverses lignes horizontales. Un échange opéré , 
ilans le produit principal a, 4,r,... 4, entre deux lettres que renferment deux 
lignes verticales données, a le même effet qu’un échange opéré entre les 
indices qu’elles portent; et chacun des produits qui se déduisent du produit 
principal, à l'aide de semblables échanges, renferme nécessairement un 
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seul terme pris dans chaque ligne verticale du tableau (4)> et un seul 
lerine pris dans chaque ligne horizontale. D’ailleurs, ces produits peuvent 
être partagés en deux classes, chaque produit étant de première ou de se- 
coruie classe, suivant qu’il se déduit du produit principal par un nombre 
pair ou impair d’échanges; et la résultante s est simplement la somme qu’on 
obtient quand, aux produits de première classe pris avec le signe H-, on 
ajoute les produits de seconde classe pris avec le signe — . 

Lorsqu’on échange deux lettres entre clics ou deux indices entre eux, 
non plus dans le produit principal, mais dans la résultante s, on voit 
chaque produit partiel, et, par conséquent, la résultante elle- même, 
changer de signe. Donc la résultante s change de signe lorsqu’on échange 
entre elles deux lignes verticales ou deux lignes horizontales du ta- 
bleau (4). 

Ixirsqu’en faisant tourner le tableau (4) autour de la diagonale qui ren- 
ferme le premier terme a , , on échange entre elles les lignes verticales et 
horizontales de ce tableau, chaque classe comprend toujours les mêmes 
produits; et, par suite, l’échange opéré entre 4es deux espèces de lignes 
n'altère ni le produit principal formé avec les termes situés sur la diagonale 
autour de laquelle tourne le tableau (i4)i ni la résultante s. Donc la résul- 
tante s du tableau (,{) est aussi la résultante du suivant; 


rt,, U],.»., 

j A,, àg,..., 

(lo) ( c,, c„ c,,..., c„, 

et, dans l’équation 

(6) J = ç|, 

qui transforme cette résultante en un produit symbolique, on peut sup- 
poser les facteurs X, p., v,..., ç liés aux clefs anastrophiqiies a, i, y,..., rj, 
ou par les formules (i), ou par les suivantes; 


(") 


X — (i,a -t- a,ê -h a,y -h 
P = f),a + 6,S + + 

V — c,a -+- c,S -t- c, 7 -H 


Ç //, ÛC -t- Ag ê -t- ^g 7 -t- 


+ *»»!. 
-f- c,», 


. + h,ri. 


El à An. ,i d: n m.TH., T. IV. (W lirr. ) 
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La formule (6) suppose lescleis a, ê, y,..., >j assujetties à la condition (5). 
Si l’on écartait cette condition, alors, comme on l’a déjà remarqué dans le 
{j II, la formule (a) donnerait 


(la) 


l»*7'--’>l 


Celte demicre équation renferme un tliéoréine qu’on peut énoncer connue 
il suit : 


i" Théorème. Soient 


et 


«. ê, y,.,., >), 
à, y,..., ç, 


deux systèmes de clefs anastrophiques liés entre eux par des équations qui 
déterminent les clefs X, jx, v,..., ; en fonctions linéaires des clefs a, S, 
y,..., r;. résultante algébrique s du tableau formé avec les coefficients 
de ces dernières clefs sera le rapport des produits symboliques (Xtxy... ç |, 
|aSy...n|. 

Soit maintenant 

A, M, N,..., 2 


, un troisième système de clefs anastrophiques lié au second système par des 
'équations linéaires qui déterminent les clefs A, M, N,..., 2 en fonctions 
linéaires des clefs X,jx, v,..., et nommons s la résultante du tableau formé 
avec les cueflicienls de ces dernières clefs dans les fonctions dont il s'agit. 
Ou aura encore 


(.3) 


AMN... 


£1 

«r 


Mais, d’autre part, si dans les équations qui déterminent A, M, N,..., 2 
en fonctions linéaires des clefs X, jx, v,..., e on substitue les valeurs de ces 
dernieres clefs exprimées en fonctions linéaires de a, 6, y,.--, »î, on ob- 
tiendra de nouvelles équations qui détermineront immédiatement A, M, 
N,..., 2 en fonctions linéaires de a, ê, y,..., >). Soit « la résultante du tableau 
formé avec les coefficients de a, ê, y,..., r; pris dans ces nouvelles équa- 
tions. On aura encor** 


(•à) 


I AMN... ï| 


Or, des formules (la), (i3), (i4), on tire 


(.5) 


SS = 
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et In formule (i5) renferme évidemment un théorème qu’on peut énoncer 
comme il suit : 

a' Théorème. Soient 

s, s 

les résultantes algébriques de deux tableaux dont cliacun renferme n’ 
termes rangés sur n lignes verticales et sur n ligncsborizontales. Soient encore 

a, €, 7 ,..., >î, 

Ç» 

A, M, N,..., S 

tri3is systèmes de clefs anastropbiques liés entre eux par deux systèmes d'é- 
quations qui déterminent : i® les clefs p, v,..., ç en fonctions linéaires 
de a, ê, y,..., »?; a® les clefs A, M, N,..., £ en fonctions linéaires de X, 
fj., V,..., ç. Enfin, supposons que les termes du premier tableau soient les 
coefficients de a, 6, y,..., *j dans le premier système d'équations, et que, 
pareillement, les termes du second tableau soient les coefficients de X, ,u, 
y,..., ç dans le second système d’équations. la; produit des doux résul- 
tantes algébriques s, s sera encore une résultante algébrique, savoir la ré- 
sultante du tableau qui aura |>our termes les coefficients des clefs a, S, 
dans A, M, N,..., exprimés en fonctions linéaires de ces mêmes clefs. 
Concevons, pour fixer les idées, que les résultantes s, s se rapportent à 
deux systèmes de quantités dont les unes, désignées par des lettres italiques, 
soient celles que renferme le tableau (4) ou (lo), les autres étant désigtii^ 
par des lettres romaines et renfermées dans le tableau 

I b,, c,,..., b|, 

I 'tii bj, c,,..., h,, ^ 

(i6) I a,, b,, c,,.... Il,, 

a^, b„, c„,..., h„. 

En prenant les termes du tableau (iG) jiour coefficients de X, fx, v,..., ; 
dans les valeurs de A, M, N,..., Z, on aura 

A = a, X -t- b, p. -I- c, V -t- ... -t- h,»;, 

M = a,X -+- b,p c,v -h ... -t- h,»i, 

N = a,X -t- b, P -h c,v -t- ... -t- h,»j. 


2 = a,X -t- b, U -H c,v ■+■ ... -h h,»); 

48 .. 
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puis, en substituant dans ces dernières équations les valeurs de X, fi, v,..., ç 
tiré-es des formules (i i), et en posant, pour abréger, 


(>«) 

k/.« = a,fl„ + h,b„ - 1 - c,c„ -t- ... 

-t- b/A„, 

quels que soient d’ailleurs les nombres entiers/. 

m, on trouvera 


A — ot -H A'i^ J € -4- fii.t y ~f" ». 

.. + Ai.,»!, 


1 M = 4 ot -f- kji, J 6 +■ 1 y • 

•• + A,.,»!, 

('9) 

' ^ 4 OL -f- A’i, J Ê y ■ 

• • -t- A,.,»:, 


2 = A,_ , 3 -t- A',, , ê -t- A,, , y -t- . 

•• A,., »! . 


Donc, en vertu du a' tbéorénie, le produites des deux résidtantes algé- 
briques r, s sera la résultante algébrique * des termes renfermés dans le 
tableau 

1 ^ 1 , 1 » ^ 1 , 1 » ^ 1 ,*» 

I ^i.21 ^l. !»•*•» ^l,ni 

et l’on aura généralement 

(ai) S(a: ” A.,,) = S{± a, b,... h,) S(±: a, h,... h„). 

Un trouvera, en particulier, pour n = a, 

( aa) A'u I X A'j^aAj^i = (a, bj — aab,)[tt,/x) 

ou, ce qui revient au même, 

(a3j ( + b,é,) — (a, fl, + b,A,)(a,fl, -t- b,é.) 

t =; ( a, b, a, b,) (fl, 

Concevons, à présent, que l’on veuille composer une résultante algé- 
brique tt, non plus avec tous les termes du tableau (ao), mais seulement 
avec quelques-uns d’entre eux, dont le nombre soit m’, savoir avec ceux 
que renferment m lignes verticales et m lignes horizontales déterminées. On 
pourra encore exprimer cette résultante à l’aide d’une équation analogue 
J« la formule (i4), par le rapport entre deux produits symiraliques du de- 
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gK‘ m, formés le premier avec quelques-unes des clefs A, M, N,..., 1 , le 
second avec quelques-unes des clefs a, S, y,..., r,, les ciels dont il s’agit 
étant celles qui, dans les formules (19), appartiennent aux mêmes lignes 
verticales ou horizontales que les termes du tableau (20) renfermés dans la 
résultante S. Effectivement, pour déduire des équations ^ig) la résultantes 
sous la forme indiquée, il suflira évidemment d'annuler celles des clefs 
anastrophiqiies a, ê, 7,..., >1 dont les coefficients seront tous distincts des 
termes renfermés dans *. Ainsi, par exemple, si l’on veut réduire * à la 
résidtante 

^* 1 . 1 a — ^l.a ^'a. i 


formée avec les lettres que contiennent les deux premières lignes verticales 
et les deux premières lignes horizontales du tableau (ao), il suffira d’an- 
nuler les clefs 

a, ê* 7 > -> »!» 

à l’exception des deux premières, et alors les équations (ig), réduites aux 
formules 

/ f s |A = A*,,,Ct-t-A^i,a®» 

' I M = A',., a H- A'a.a S, 

donneront 

(a 5 ) ■ « = 


|AM|_ 

I «< 1 


Pareillement, si l’on veut réduite s à la résultante des termes compris 
dans les trois premières lignes horizontales et dans les trois premières 
lignes verticales du tableau (ao), il suffira d’annuler les clefs anastro- 
phiques 

S, 7v. n, 


à l’exception des trois premières, et alors les équations (ig), réduites aux 
formules 


I A = A’,,, a -I- A,_,6 k,_,y, 

M = A,, , O -f- A,, , S -H A, 3 7, 
N = A,., a -f- A',,, ê -H 

donneront 


(» 7 ) 


s 


AMNl 

«îy r 


Cela posé, on pourra généralement énoncer la proposition suivante ; 


( 38a ) 

3 ' Théorème. Supposons qu’aprés avoir effacé dans le tableau (ao) tout 
les termes non compris dans m lignes verticales et m lignes horizontales 
déterminées, on cherche la résultante * des termes conservés. 11 suffira, 
pour l'obtenir, d’effacer, dans les deux termes du rapport 

I ï I 

|»ey. .. «I’ 

d’une part, quelques-unes des fonctions linéaires de a. S, 7,..., >1 représen- 
tées par A, M, N,..., 1 , savoir celles qui no renferment aucun des termes 
conservés; d’autre part, quelques unes des clefs a, ê, 7,..., r,, savoir celles 
qui, dans les formules (19), n’ont jamais pour coefficients ces mêmes 
termes, puis d’annuler, dans les valeurs de X, ja, v,..., ? données par les 
fonnules (1 1), les clefs cITacées dans le produit symbolique |aS7... >i |. 

Kn s’appuyant sur le tliéoréme précédent, on pourra facilement exprimei 
la résultante S supposée du degré m, non plus par le produit unique s; 
des résultantes construites aVcc les termes des tableaux (4) et (16), commi 
dans le cas où l’on avait m =z n, mais par une somme de produits de résid 
tantes du degré m , formées chacune avec les termes compris à la fois dans n 
lignes verticales et dans m lignes horizontales de l’un de ces tableaux 
Ainsi, par exemple, si l’on suppose m = 3 , ti = a, les deux premières de 
équations (17), réduites aux formules 

^ j A = a, X b, p. -t- c, V, 

l M = a,X b,p -(- c,v, 

donneront 

I AM I = s I pv I -f- 5' I vX I = s" I Xp I , 
les valeurs de s, s', s" étant 

s — b| Cj baC), s c, a, *“ c^a,, s sz a, b^ — a, b,. 

Mais, d’autre part, les équations (1 1), réduites aux formules 

X = rt, a -(- ti,ê, 
p= 4 , a -t- 4 , 6 , 

V = c, a c, 6, 

par l’annulation de 7, donneront 

|pvl = f|«ei, lvXl = j'la6|, j).pl = j'IaSj, 
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les valeurs de s, s', s" étant 

s — i/f s — c f c^a X** — (i^ b 2 ft 2 b f , 

Donc, en définitive, on aura 

I AM I = {SX -h s'x' + s’x*) I oë I , 
et la formule (aS) donnera 
(3o1 j( = SX -t- sV -t- s"x'. 

Doue, eu substituant à chaque résultante sa valeur, on aura 

{a, a, -H b, 6 , - 4 - c, c,) (a, a, + b, 6 , - 4 - c,c,) 

(3i) ~ ^ + b,ô, -4- CjC.) 

= (b, c, — b,c,)(/>,c, — ijC,)-t-(c,a, — Cja,)(c,rt, — c,a,) 

+ (a, b, — a,b.) (a, h, — rt, 6 ,). 

La valeur de s que fournit l’une quelconque des formules (aS), (a 7 ), etc., 
|H)urra toujours être ainsi décomposée en produits partiels, par une équa- 
tion de la forme 

(3a) S = SX - 4 - sV s"x" -4- ..., 

cl l'on pourra ainsi déduire du 3* thiioréme celui que nous allons énoncer : 
4' Théorème, tioncevons que, dans chacun dt-s tableaux (4) et (i6), on 
elface tous les termes non compris dans m lignes horizontales, ces lignes 
pouvant occuper des places différentes dans les deux tableaux, puis ajou- 
tons entre eux les produits binaires qu'oii obtiendra en multipliant respec- 
tivement les divers termes d’une ligne horizontale conservée dans le ta- 
bleau (4) par les termes correspondants d’une ligne horizontale conservée 
dans le tableau (iG). I-a somme ainsi formée et les sommes semblables se- 
ront représentées dans le tableau ( 20 ) par divers termes compris tians m 
lignes horizontales et m lignes verticales déterminées. ?îommons il la résul- 
tante de ces derniers termes. Soient d’ailleurs s la résultante do degré m 
formée avec les termes qui occu|M;nt m places arbitrairement choisies dans 
les lignes horizontales conservées du tablemi (4), et s la résultante formée 
avec les termes correspondants du tableau (ifi). 1^ produit sx, ajouté à tous 
les produits du même genre, donnera pour somme la résultante 8. 

Parmi les propriétés que possèdent les résultanti's algébriques, on doit 
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remarquer celles qu’expriment les a' et 4' théorèmes, ou, ce qui revient au 
même, les formules (i5) et (3i). Ces fonniiles, que j’ai données pour la 
première fois dans le !•’' cahier du Journal de V École Polj technique 
[voir aussi dans le même cahier un Mémoire de M. llinel], sont d'ailleurs 
des conséquences immédiates des i” et a' théorèmes compris dans la for- 
mule (la qui, dans le cas où l’on pose | aSy... >; | = i , se réduit à l’équa- 
tion (â). Ils se rattachent donc intimement à la décomposition des résul- 
tantes en facteurs symlmliques représentés par des fonctions linéaires de 
clefs anastrophiqiies. 

En appliquant à des cas spéciaux les formules établies dans ce paragraphe, 
on en obtient d’autres qu’il sera bon de mentionner et que nous allons rap- 
peler en peu de mots. 

Si le tableau (4) coiucide avec le tableau (iC), les formules (i5)cl (3o) 
donneront, la première, 

(33) «=s‘; 
la seconde, 

(34) « = s’ -I- s” -4- s"’ -H ..., 

et, en conséquence, la résultante algébrique s se trouvera réduite à un 
carré parfait ou à la somme de. plusieurs carrés. Alors aussi , on tirera en 
particulier de la formule (a3) 

(3.4) (rt[ + /'[)(«’ -i- l)l] — {a,a, -t- *,/.,)* = {a, b, — a,b,y, 
ou, ce qui revient au même, 

(36) («î 4- *;)(«; H- b,Y = (fl, a, -4- b,b,y -h (fl, h, — a,h,Y, 

et, de la formule (3 1 ), 

(3?) ( - ('*• + h,b, + c, c,)* 

I = (ù,c, -+- AjC,}* - 1 - (c.fl, — c,fl.)’ -4- (fl, 4, — fl, 4,)’. 

En réduisant fl,, 4, ; 4, à des nombres entiers, on tire de l'équation (ao) 

un théorème connu, savoir qu’une somme de deux carrés, multipliée par 
une autre somme de deux carrés , donne encore pour produit une somme 
de deux carrés. Quant à la formule (3y), elle est précisément celle qu’on 
obtient lorsrpi’on projette sur trois plans rectangulaires la surface d’un 
triangle dont les trois sommets ont pour coordonnées respectives les 
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A,| C,, t'if flji Cji 

et qu’on égale le carré de cette surface à la somme des carrés de ses trois 
projections. 

Si des trois systèmes de clefs anastropbiques 

** ** 

ot, t) î X* fl) çî* A, M, 

V» - 

le troisième coïncide avec le premier, les équations,(i 7 ), réduites à la 
forme ■; 

a = a,X + b, P -t- C| V 4- h,i)< r 
6 = a,X -t- b,p -I- c,v 4- ... -t- hj»), 
y = a,X 4- b, -f- c, y 4- ... 4- b,»j, 

H 

>1 = a,X 4- b,p 4- c,v 4- ... 4- b,>i. 



ne devront pas différer de celles qui se déduiraient des formules (i) ré- 
solues par rapport à a, €, y,..., *î- Dans le même cas, la formule (i.5) 
donnera • 


(3q) 8J=i, 

et l'on pourra, en conséquence, énoncer la proposition suivante : 
5' Théorème. Soient 

'•* a. 6, y..-i >i; X, p, V,..., ç 


deux systèmes composés chacun de n variables, et supposons les variables 
X, p, V,..., ; repn'^ntées par des fonctions linéaires et bomogénes de a. S, 
y,.... Y). On pourra, pour l'ordinaire, exprimer aussi a, 6, y,..., rj en fonc- 
tions linéaires et de X, p, v,..., et les deux tableaux formés i" avec les 
coeflicients île a, €, y,..., >) dans les valeurs de X, p, v,..., ç; a” avec les 
coefficients de X, p, y,..., { dans les valeurs de a, ë, y,..., q, auront pour 
résultantes algébriques deux qu.antités dont le produit sera l’unité. 

La résultante algébrique des termes que comprend iin tableau donné peut 
cire présentée sous une forme remari^uable, iopique, dans ce tableau, cha- 
cune des lignes horizontales ou vertii^les est composée de termes qui for- 
ment une progression géométrique. Su'pposona, pour fixer les idées , que le 
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tableau (/)) se réduise au suivant ; 



B, 

C,..., 

H, 

A a. 

Bb, 


Hh. 

Aa\ 

Bh\ 

Ce*,.,., 

Uh\ 

AoT' 

, Bb^\ 

CcT-,... 

, Hh- 


dans lequel rliaqiie Kgne verticale est composée de termes qui forment une 
progression géométrique, le reste de cette progression étant d dans la pre- 
mière ligne verticale, h dans la seconde. La résultante s des termes que 
renferme le tableau (4o) sera, en vertu de la formule (9), 




Si chacune des quantités j 1 . B, f,..., H se réduit à l'unité, ou, ce qui 
revient au même, si le tableau (4o) se réduit au suivant : 



/ t. 

I,..., 

I, 


1 fl, b. 

C,..., 

b. 

(4s) 

fl*. 

c*,.... 

h\ 

on aura siuiplemeni 

' fl—*, 4"- 

f C f.. 

., A-'. 

(43) 

r = S(ii 

a" 4* c’.. 

A—'), 


et cette derniere valeur de s, considérée comme fonction de l'une quel- 
conque des quantités <1, b, c,..., h sera une fonction entière du degré 
n — I. D'ailleurs, un échange opéré entre deux de ces quantités, par 
exeniple entre a et 6, changera jen — f. Donc J s'évanoviira si l'on pose 
4 = 0; Pt si l’on pose 

4 = a - 4 - r, 

s s’évanojnra pour une valeur nulle de r. Donc, dans cette derniere suppo- 
sition, la résultante s, réduite à une fonction entière des quantités a, 
c,..., h et de la différence 

I* = 4 — ti, 

ne renfermera aucun terme indépendant de r, et sera de la forme 

s = rR, 
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R étant une fonction entière de a, c,..., h, r, ou, ce qui revient au même, 
de a, b, c,..., h. Ainsi la résultante s, déterminée par la formule (43), a 
pour facteurs algébriques la différence b — a. On prouvera de même qu’elle 
a pour facteur chacune des différences 

b — a, c — a,..., h — a, 
c — b,..., h — b, 

.... 
h -g, 

que l’on forme eu retranchant l’une de l’autre les quantités 

«, b, c,..., h, 

combinées deux à deux de toutes les manières possibles. Donc , si l’on 
nomme k le produit des différences comprises dans le tableau (44), la for- 
mule (43) donnera 

s = Kk, 

K étant ou un nombre constant ou une fonction entière de a, b, c,..., h. 
J’ajoute que, de ces deux hypothèses, la première est seule admissible. En 
effet, comme , dans le tableau (44), ” ~ ' termes, savoir ceux que contient 
la première ligne, renferment la quantité a, le prodtiit k considéré comme 
fonction de a sera , ainsi que s, du degré n — i . Donc le coefficient K devra 
être indépendant de a; on prouvera de même qu’il est indé{>endant de b„ 
de c, etc., de h. K sera donc un nombre. Pour obtenir ce nombre équiva- 
lent au rapport y il suffira d’observer que le produit principal 
(45) a»4'c*... A— , 

formé avec les termes situés dans le tableau (4a) sur la diagonale qui ren- 
ferme le premier terme i , se présente une seule fois, pris avec le signe -l- , 
non-seulement dans le développement de la résultante 

s = S (i; a°b‘ c’... h"j, 

mais aussi dans le développement du produit k des diflércnces comprises 
dans le tableau ^44), attendu que, dans ce dernier développement, le seul 
produit partiel de la forme 

bc\.. 4"-' 

est évidemment celui que l’on trouve eu réduisant chacune de ces diffè- 
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rences à son premier terme. Donc le nombre K ne pourra différer de l’u- 
nité, et la formule (43) donnera 

s — h, 

ou, ce qui revient au même, 

(46) J = (ft — «) X (c — o) (t — />) X ... X (4 — ci) (A — 4) ... (A — g), 
l’ar suite aussi, la formule (4i) donnera 

(4?) s = àBC... // (A — fl) X (f — fl) (f— A) X...X (A — fl) (A — A)... (A — g). 

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

6' Thmrème. Lorsque les termes avec lesquels se forme une résultante 
du rlegré n sont, dans chaque ligùc verticale du tableau qui la renferme, 
en progression géométrique, il sufFit, pour obtenir celte résultante, de mul- 
tiplier le produit des termes 

B, C,..., U, 

compris dans la première ligne horizontale de ce tableau, par le produit des 
différences que fournissent les rapports 

fl, A, c*|..., A 

des progressions géométriques auxquelles appartiennent ces mêmes termes, 
quand on retranche successivement chacun de ces rapports de tous ceux 
qui le suivent. 

§ V'. Méthodes iU\>erses pour la détermination des résultantes algèbrii^uet, 

.Soit toujours s la résultante du tableau 

fl,. A,, c,,.... A,, 

I flj, Aj, t*2,..., Aj, 

(l) ' flaï A|, c'a,..., A|, 

, flj,» A„, hfff 

en sorte qu’on ait 

(a) f = A'(± fl, A,c,... A,). 

l.e calcul direct des produits partiels, ilont la lettre 6 indique la somme et 
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dont le nombre est déterminé par la formule 
(3) ^=i.a.3... n, 


deviendra évidemment très-pénible pour de grandes valeurs de n. Mais 
l’emploi des clefs anastrophiqiies offre divers moyens d'éviter ce calcul dans 
la détermination de s. 

En premier lieu, pour déduire s de la formule 


(4) 

dans -laquelle on a 


. _ »l , 

loSy. . . n| 


(5) 


X = fl, a i, ê -H C, 7 -H . 
fi= (ï,a -4- 6,6. c,7 

V = û, a -t- 6, 6 -t- c, y -f- . 
{ =a„a + 6,6 -+• c.y -+- 


..H- h,n, 
..-f- h,r„ 
..-1- 6,u, 

• ■-t- 4,1), 


il suffira de multiplier successivement l’un par l’autre les facteurs fx, 
$, en assujettissant les clefs a, 6, y,..., ti aux transmutations anastro- 
phiques binaires et aux transmutations conjonctives des divers degrés. Si, 
pour abréger, l’on désigne, à l’aide des notations 

(fl, 6), (n, 6, c),..., (fl, 6, c, 6), 

les résultantes algébriques 


S{±a,b,), 5(^ a, 6.f,),..., a,6,c,... 6,), 

et à l’aide de notations semblables les résultantes semblables déduites des 
précédentes par des échanges opérés entre les lettres a, 6, c,..., 6; si d’ail- 
leurs on range les facteurs que renferme chaque produit symbolique dans 
l’ordre indiqué par l'alphabet, on aura successivement 

/ = 6)|a6| -t- (a, c)l ay| -t- ... -t- (6, c)|6y| -t- ..., 

(6) I = (a. 4. ‘^) l«®yl •+ («. 4. (4. ^)|6y<^l -*-•••> 

1 |Xp.v... sl = {a, 6, t’,..., 6)|a6y... »|, 
et l’on reconnaîtra que, pour déterminer les coefficients 

(a, 6), (fl, c),..., (6, c),..., (a, 6, t),..., (a, 6, c,..., 6), 
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dont le dernier est précisément la résultante s , il sufBt de recourir à des 
équations de la forme 

, {a, h) = a,bt — b,a„ 

! {a, b, c)=(fl, b)c,—(a, c)b, + {b, c)a„ 

{a, b, c, d) = (< 1 , b, c) d, — (a, b, d) c, + (a,'c, d) b„ — (b, c, d) a„ 


\ (a, b,c,...,g,h) = (j,i,b,c,...,g)h,-...-i-{-i f-' [b, c,...,g, b)a„. 

Lorsqu’on o]>cro ainsi , le calcul de la résultante s exige la formation de 
produits composés chacun, non plus de n facteurs, mais de deux facteurs 
seulement, et le nombre de ces produits, déterminé par la formule 

[ /» — I (n — i)(n — a) /'/I— — 2] n — i I 

1-1 Li ü j-l 

I 1.2 i.a I J 

= n(a*-' — i), 



croit beaucoup moins rapidement que le nombre N= i .a. 3... n. 

Lorsque les divers termes du tableau (i) sont connus et donnés en nom- 
bres, on peut se dispenser d’écrire les équations ( 7 ) et autres semblables, 
et se borner à déduire, de multiplications successives, la valeur du produit 
I Xfiv... ç I qui, divisé par | aSy... ri |, donne pour quotient la résultante s. 

Supposons, pour fixer les idées, que le tableau (■) se réduise au sui- 
vant : 

I, a, 3, 

3, I, a, 
a, 3, 1 , 

on aura 

X— 6 t-t-aê-+- 3 y, 

fi =• 3a -t- S -t- a 7 , 
r:=ao-t-36-t-yi 

et, par suite, 


|Xp,| t= (i — a. 3) |oë| (a — 3.3) | oy | -f- (a . a — 3)|êy| 
= - f>|aÊ| - 7 |ay| -i- |g-/|, 

IV’-'l = (-?"♦- 7-3 a)l«f7| 

= i8laê7|. 
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Pour déduire la résultante s de la formule (4)> >1 n’est pas nécessaire de 
construire chacun des produits 

IVI» IWI—; 

il suffit de multiplier l’un par l'autre, dans l’ordre qu’indique l’alphabet, 
d’abord les facteurs X, p., v,..., $ pris deux à deux ou trais à trois, etc., puis 
les produits binaires ou ternaires, etc., ainsi formés, de manière à obtenir 
facilement le produit |Xpv... ;|. Ainsi, par exemple, si l’on » n = h, alors, 
pour obtenir le produit ânal | XpvjO | , et, par suite, la résultante .r, il suffira 
de former les deux produits binaires | Xp |, \ vp\, puis de les multiplier l’un 
par l’autre. Quelquefois, cette métliode est préférable à celle qui consiste 
dans la formation successive des trois produits |Xp|, |Xpv|, |Xpvp|. Conce* 
vons, pour fixer les idées, que l’on demande la résultante s d’un tableau de 
la forme 

. a, b, c, d, 
df a, bf c, 
c, dj Uf b^ 
b, c, d, a, 

on aura 

y, =■ aa + b€ + c-j + dâ, 

H= da -h aê -t- by -h cd, 

V = ca + dë + ay -h b&, 

P = ba + cê + dy -h a<f} 

et, par suite, 

|Xp| = (a’ — bd)jaëj + (ab — cd) | or/j + {ac -• «f*) |ad| 

= (A*-ac)iey| + {ic-u<f)jSd|-t-(c* -bd)\yâl. 

De plus, comme pour déduire y de X, ou p de p, et, par suite, \vp\ de 
|Xp.|, il suffira d’échanger entre elles, d’une part les clefs a, y, d’autre 
(>art les clefs S, d, la formule qui précède entraînera la suivante : 

jv(s| = (a* — W)|yd| [ab — ce/) |yaj + [ac — rf’) lyël 
-I- [b* — ac) |d«l -I- [bc — <w/)|dê | + (c* — |aê|. 

Après avoir ainsi obtenu les valeurs des deux produits symboUques 
|Xp|, |vp|, on pourra, de ces deux produits multipliés l’un par l’autre, 
tirer immédiatement la valeur du produit symbolique |).pvp|, par consé- 


( 39 » ) 


qiient celle de 

s 

et l’on trouvera définitivement 


I 

I * 


J z= (rt* — />dy + (c’ — bd}* — {h* — ac)* — (</’ — ac\* 

H- 2 (ab — cd) (hc — ad). 

Lorsque, dans la formule (4). le facteur X dépend uniquement de la 
clef a, c'est-à-dire lorsque la première des équations (5) se réduit à 


X 


a, a. 


la formule (4) donne simplement 


et l’on peut, dans les valeurs de p., v,..., ç remplacer a par zéro. En s’ap- 
puyant sur ces remarques, on démontre aisément les propositions sui- 
vantes : 

i" Théorème. Etant donnés deux systèmes anasirophiques 
«I 6, y,..., et X, p, V,..., ç, 

composés chacun de n clefs, et liés l’un à l’autre par les équations (5), 
concevons que l’on exprime a, ë, y,..., ij en fonctions linéaires de ciels 
nouvelles 

X* '{'••••> 

dont le nombre soit égal ou supérieur à « — i , mais de manière à vérifier 
l’équation de condition 

(9) ^ = 

La résultante s, déterminée par la formule (4), sera équivalente au produit 
du coefficient de a dans X par le rapport géométrique des valeurs nouvelles 
qu’acquerront les deux produits symboliques 

Ipv... ;|, |ëy... «îl- 

Corollaire. Les nouvelles clefs u, dont le nombre doit être 

égal ou supérieur à n — i, pourraient n’être pas distinctes des clefs ë, 
y,..., ri, et alors, à la place du premier théorème, on obtiendrait le sui- 
vant : 
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a* Théorème. La résultante $, déterminée par la formule (4), est égale 
au produit du coefficient de a dans X par la valeur qu’acquiert le rap{>ort 


■ " 1 ' 

lorsque, dans ce rapport, on exprime /a, v...., ç en fonction des n— i 
clefs 6, y,..., >), à l’aide des formules (5) jointes à l’équation (g). 
Supposons, pour fixer les idées, n = 3. Alors la résultante 


(lO) 


I J — / 2 | Aj Cj n, A J c J n J c , A, c, n ^ A, c^ n , A j c, 
= (a, A, — flaA,)c, — («,c, — fl, c,) A, -I- (A,c, — A,c,) a, 


pourra être, en vertu du second théorème, présentée sous la forme 



«I 


on pourra donc la déterminer en calculant trois rapports géométriques, 
savoir. 



cinq produits binaires et un seul produit ternaire. Généralement , à l’aide 
du second théorème, on pourra déterminer une résultante du degré n, en 
calculant des rapports géométriques dont le nombre sera 


I -H a 4- (a — i) = 



des produits binaires dont le nombre sera 

, — i)(a* — i) 

I» 4-... -K (a - 0* = ^^ 3 - 


et un seul produit composé de n facteurs. 

Il est bon d’observer que de la formule ( 11 ) on tire immédiatement la 
suivante : 

(a, b, — a^bi)la,Ci — — (fliCi — o,et)(a,b^ a,ii) 

(,i) j=' • 

qui peut être facilement réduite à la formule ( 10 ). 

El. iAn. «I àt fb. T. IV. (48* litr.) 


5o 
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Observons encore que la transmutation anastrophique 

lX*| = o 

donnera 

(i 3 ) a,4>-)-6,X-(-c,'l'-t-...-4-A,U = o, 

si l'on pose 

(. 4 ) ♦=|oX|. X = |SX|, V = \yX\,..., U = hX|, 

ou, ce qui revient au même, 

4 * = O i, |«6| + c, |ay| + ... + h, (a>j|, 

X = — a, I aS) O c, [Syl -t- ... -t- A, I 6 jj |, 

(i 5 ) ( Ÿ = — a. |ay| — h, |ê-/| -t- o + ...h- A, (yi7|, 

U = — a, |«>)j — A, |6»! I — c, |y»| — ... + o. 

Or, si dans ces dernières formules on remplace les produits symboliques 
|aS|, |ay|,..., |(wi|, ISyl,..., |ê>!|,..., 

dont le nombre est par .autant de clefe nouvelles et anastro- 

pbiqiies 

x> 

alors 4 . X, 'F,..., Il seront des fonctions linéaires de ces cl«& qui, prises 
pour valeurs de a, 6, 7,..., q, vérifieront la formule (i 3 ). Alors aussi, en 
attribuant à a, ë, 7,..., ces memes valeurs dans les facteurs p, v,..., e, 
on tirera du second théorème 


(■ 6 ) 


= a.Uiï:. 


J = a,ir 


XV... U I 


On peut d'ailleurs annuler plusieurs des nouvelles clefs et réduire ainsi leur 
valeur à n — 1 . On doit surtout remarquer le cas où l'on n’attiibue des 
valeurs distinctes de zéro qu'à celles qu’on substitue aux n — t produits 
symboliques 

l«ê|. lêyl, l7d],..., |Ç,î|. 

Dans ce cas particulier, les formules (i 5 ) donneront 

(17) X = c,x — 0,9, = — V=—g,u, 
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et l’on aura , par suite , 

(i8) I XV-.ÜI = (- A,... g. IfX-u I- 


Donc alors la formule (i6) donnera 


(' 9 ) 


.( =(— i)* 




b,. ..g, 


pourvu que dans les fonctions de a, 6, y,..., >7, représentées par p, v,..., 5, 
on pose 

(ao) a = A,p, — a,ç. = — i) = — g,u. 

Si, pour fixer les idées, on suppose n = 3 , la formule (19) donnera 


(ai) 


(fl.é, — Oi t.) (t,c,— b,t,) — (é,f, — b,t,) (ir,b, — a,S,) 


$ VI . — Utage des clefs aeaserophi<iaes dans t’étimination. 

Les clefs anastrophiques peuvent être employées avec avantage dans un 
grand nombre de questions, et s|>écialemcnt quand il s’agit d’éliminer plu- 
sieurs inconnues entre des équations données. 

Considérons d'abord n inconnues 

X, J, IV, 

liées entre elles par n équations linéaires; et soient 

(i) A'=o, f^=o, Z = o,..., ff'=o, 

ces équations dans lesquelles X, K, Z,..., py représenteront des fonctions 
linéaires de x, jr, t,..-, w. Si ces fonctions sont homogènes, les équa- 
tions (1) détermineront seulement les rapports des inconnues, dont l’une 
quelconque pourra être choisie arbitrairement , et l’élimination des incon- 
nues founiira entre leurs coefficients une équation de condition qu’on 
obtiendra sans peine, en opérant comme on va le dire. 

Observons, en premier lieu, que des équations (1) respectivement multi- 
pliées par n facteurs variables, 

a, ê, y,..., r, 

puis ajoutées ruiie à l’autre, on déduira immédiatement une «-quation 
nouvelle, 


( 396 ) 


dont le premier membre 

(1) U= aAT+er-t- 

sera encore une fonction linéaire de jc,jr, a,..., iv, et pourra, en consé- 
quence, être présenté sous la forme 

(4) ü = ).x -4- (i f -I- va -t- ... -t- çw, 

X, p, 'J,..., 5 étant des fonctions linéaires de a, €, y,..., >j. Remarquons 
dailleurs que la formule (a) peut être substituée au système dcséquations(i), 
et que, pour déduire l’une quelconque des équations (1) de la formule (a), 
il suffit d'y remplacer l'un des facteurs variahlesa, ê, y,..., r> par l’unité, 
en annulant tous les autres. 

Concevons maintenant que les n facteurs variables a, 6, y,..., r, soient 
des clefs anastrophiques. I.es fonctions linéaires de a, ê, y,..., r,, représen- 
tées par X, jx, V,..., ç, seront encore des clefs anastrophiques ; et comme on 
aura, par suite, 

|X‘|=o, |p,‘l = o,..., |ç’|=o, 

on |X)urra évidemment éliminer de l’équation (a), l'inconnue x, en multi- 
pliant U par X, rincountie J', eu multipliant Q. par fi,..., l’inconnue tv, eu 
multipliant il par ;. Donc, pour éliminer toutes les inconnues, à l'exception 
d'une seule, il suffira de multiplier la fonction û par les coefficients des 
autres inconnues dans cette même fonction. On éliminera, par exemple, 
Z,..., w de la formule (a), en multipliant Cl par le produit p.v...{,ou ce 
produit par Q. On obtiendra ainsi l’équation 

(5) |ûfiv...p|= O, 
que la formule (4) réduira eflcctivemeut à 

(6) x|Xfiv...f 1 = 0; 

et, puisque la valeur de x peut être arbitrairement choisie, la formule (6) 
entraînera la suivante : 

(7) [X;xv...s|= O, 

qui sera précisément l’équation de condition à laquelle devront satisfaire les 
coefficients des inconnues dans les valeurs données de A', 1', Z,..., ff'. 

Si, pour fixer les idées, on suppose ces coefficients représentés par les 
divers termes du tableau (1) du paragraphe précédent, en sorte que 
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( X = a, X -h b, J- -h c,z -h ... + A, tv, 
y = a,x + b,jr-f-c,z-^ ...-i-b,w, 

Z = ii,x + b,x c,z-i- ... + h,w , 

I Jy = a.x + b, J + c,z4- ... + A,iv, 

les valeurs de X, /x, v,..., $ seront fournies par les équations (S) du même 
paragraphe ; et comme on aura 

I Xfxv...î| = laSy...») |S(i: n.A.c, ... A,), 

l'équation ( 7 ) donnera 

(9) S (± fl,A,c,... A.) = O. 

IVailleurs, pour obtenir cette dernière équation, il suffira évidemment de 
poser 

( 10 ) XYZ...W=o, 

en considérant x, /, z,..., iv comme des clefs aiiastrophiques , puisque, 
dans cette hypothèse, on aura 

I XYZ...W\ — |xyz...w'|S( ±. n, b,c, ... A„). 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. Si n inconnues vérifient n équations linéaires et homogènes, 
il suffira d’égaler à zéro le pro<luit symbolique de leurs premiers membres, 
en considérant ces inconnues comme des clefs anastrophiques, pour obtenir 
l'équation de condition à laquelle devront satisfaire les coefficients de ces 
inconnues dans les équations données. 

.Supposons maintenant que les équations linéaires données cesseni d’être 
homogènes. Chacune d’elles sera, nqn plus de la forme 

rtx -t- /y' -I- cz -t- ... -t- Aiv = O, 

mais de la forme 

nx -t- bx -h cz + ... + Atv = X, 
ou, ce qui revient au même, de la forme 

ax H- Ay -f- C'a -I- . . . -t- Aiv — A = o, 

a, b, c,..., A, A étant des quantités constantes. Alors aussi la formule (A) 
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sera remplacée par la suivante : 

(il) 11 = Xx + + V* + ... -t- çiv — U, 

U étant une nouvelle fonction linéaire de a, ê, y,.. , q; et l’équation (5) 
donnera 


par conséquent, 
(la) 


X |).fiv... si — |ufu/... s| = O, 



iJ 

«1 


Si l’on désigne par k,, A-j,..., A, les valeurs que prend successivement la 
constante k dans la première, la seconde, etc., la dernière des équations 
données, on aura 


(i3) U = A',a-+- A',ê + A,y + ... -I- A,q; 

|uftv... ç| = |oSy... q|S(± A,6,c,... h,), 

et, en substituant dans la fonnule (la) les valeurs des produits symboliques 
qu'elle renferme, on retrouvera l’équation connue 


{>4) 


S( dr*.A,c.... *.) 
S(±a,é,c, .. A.) 


Lorsque les équations linéaires proposées sont numériques, l'emploi des 
clefs anastrophiques permet de calculev directement les valeurs des incon- 
nues, sans que l’on soit obligé de recourir aux formules générales, c’est-A- 
dire à l’équation (i4) et aux équations analogues. 

Concevons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse de résoudre les équations 


I X -I- aj' + 32 = I, 

3x -4- j- -Ha2 = 3, 
ax -4- 3_y 2 = 5. 

De ces équations respectivement multipliées par a, ë, y, puis ajoutées l’une 
à l’autre, on tirera 

(i6) Ax - 4 - fij- + vz = U, 

les valeurs de X, [i, v, u étant 

X = a -t- 3S -4- ay, p, z= aa -t- 6 H- 3y, v = 3a aê y, 

U = a 36 -4- 5y, 
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et la valeur de x sera 



On trouvera d’ailleurs 


|^xvl = la6|-7lay|- 5|êy|; 
puis en posant, pour plus de commodité, jaSy] = i, 

I uf*v |= — 5-4-3 . 7 + 5 = ai, 

I Xfj.v | = — 5-4-3. 7 -(-a = i8, 

et, par suite, 

ai 1 
^ ~ ,S~ 6 

La valeur de x étant ainsi déduite de la formule (17), on pourra tirer de 
la formule (16), multipliée par v, la valeur dey. En opérant de la sorte, et 
posant, pour abréger, y = o, | aS| = 1 , on trouvera 


puis 

par conséquent. 


_ |»«| — 1>» 


lpv| = i, |Xv| = |uv| = - 7; 


.r = - 7 (' - = g- 

Enfin la dernière des formules (i 5 ) donnera 

Z = 5 - ax - 3 ^ = - g- 
On aura donc, en définitive, 

7 5 

x=j = ^, a=-g- 


Supposons maintenant que l’on veuille éliminer une ou plusieurs va- 
riables entre des équations qui cessent d’étre linéaires. Les clefs anastro- 
phiques fourniront encore un moyen facile d’opérer l’élimination. Ainsi, 
par exemple, pour éliminer x entre les équations 

(18) rt -t- 5 x -I- ex* = O, O* -t- A'x - 4 - e'x’ = O. 

on ajoutera l’une à l’autre ces équations respectivement multipliées par 
deux binômes de la forme 


a -4- êx, y -t- dx. 
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On trouvera ainsi 

(19) X + fJt.X -I- vx’ px’ = O, 

X, [1, V, P étant des fonctions linéaires et homogènes des variables a, ê, y, tf; 
puis, en considérant ces variables comme des clefs anastrophiques , un 
tirera de la formule (19), multipliée par le produit pvp, 

(ao) I Xpivp I î= o. 

Cette dernière formule sera précisément l’équation résultante de l’élimina- 
tion de X entre les équations (18). 

En général, pour éliminer x entre deux équations algébriques dont l’une 
serait du degré m, l’autre du degré n, il suffira d’ajouter entre elles ces 
équations respectivement multipliées par deux polynômes dont le premier 
serait du degré n — 1 , le second du degré m — 1 , puis d’égaler à zéro le 
produit symbolique des coefficients des diverses puissances de x dans l’é- 
quation finale obtenue comme on vient de le dire, en considérant les coef- 
ficients que renferment les polynômes multiplicateurs comme autant de 
clefs anastrophiques. 

On peut voir, dans les Comptes rendus des séances de l' Académie des 
Sciences pour l’année i853, d’autres applications de la théorie des clefs sur 
laquelle nous reviendrons dans d’autres articles. 


FIN Dr TOME QUATRIÈME. 
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